数学备课大师 www.eywedu.net【全免费】

第一章测试
(时间：120分钟，满分：150分)

一、选择题(本大题共12小题，每小题5分，共60分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的)

1．设函数y＝f(x)在(a，b)上可导，则f(x)在(a，b)上为增函数是f′(x)>0的(　　)

A．必要不充分条件

B．充分不必要条件

C．充分必要条件

D．既不充分也不必要条件

解析　y＝f(x)在(a，b)上f′(x)>0⇒y＝f(x)在(a，b)上是增函数，反之，y＝f(x)在(a，b)上是增函数⇒f′(x)≥0⇒f′(x)>0.

答案　A

2．若曲线y＝f(x)在点(x0，f(x0))处的切线方程是2x＋y－1＝0，则(　　)

A．f′(x0)>0　　　　　　
B．f′(x0)<0

C．f′(x0)＝0　　　　　　
D．f′(x0)不存在

解析　曲线y＝f(x)在点(x0，f(x0))处的切线的斜率为f′(x0)＝－2<0.

答案　B

3．曲线y＝eq \f(1,3)x3－2在点(－1，－eq \f(5,3))处切线的倾斜角为(　　)

A．30°  
B．45°

C．135°  
D．150°

解析　∵y′＝x2，k＝tanα＝y′|x＝－1＝(－1)2＝1，

∴α＝45°.

答案　B

4．曲线f(x)＝x3＋x－2的一条切线平行于直线y＝4x－1，则切点P0的坐标为(　　)

A．(0，－1)或(1,0)  
B．(1,0)或(－1，－4)

C．(－1，－4)或(0，－2)  
D．(1,0)或(2,8)

解析　设P0(x0，y0)，则f′(x0)＝3xeq \o\al(2,0)＋1＝4，

∴xeq \o\al(2,0)＝1，∴x0＝1，或x0＝－1.

∴P0的坐标为(1,0)或(－1，－4)．

答案　B

5．下列函数中，在(0，＋∞)上为增函数的是(　　)

A．y＝sin2x  
B．y＝x3－x
C．y＝xex  
D．y＝－x＋ln(1＋x)

解析　对于C，有y′＝(xex)′＝ex＋xex＝ex(x＋1)>0.

答案　C

6．下列积分值为2的是(　　)

A.eq \i\in(0,5,)(2x－4)dx  
B.eq \i\in(0,π,)cosxdx

C.eq \i\in(1,3,)

eq \f(1,x)dx  
D.eq \i\in(0,π,)sinxdx

解析　eq \i\in(0,π,)sinxdx＝－cosxeq \b\lc\|\rc\ (\a\vs4\al\co1(,　,,,))

eq \o\al(π,0)＝－cosπ＋cos0＝2.


答案　D
7．函数f(x)在其定义域内可导，y＝f(x)的图象如右图所示，则导函数y＝f′(x)的图象为(　　)
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解析　由y＝f(x)的图象知，有两个极值点，则y＝f′(x)的图象与x轴应有两个交点，又由增减性知，应选D项．

答案　D
8．已知函数f(x)＝x3－3x2－9x，x∈(－2,2)，则f(x)有(　　)

A．极大值5，极小值为－27

B．极大值5，极小值为－11

C．极大值5，无极小值

D．极小值－27，无极大值

解析　f′(x)＝3x2－6x－9

＝3(x＋1)(x－3)．

当x<－1时，f′(x)>0，

当－1<x<3时，f′(x)<0.

∴x＝－1是f(x)的极大值点．

且极大值为f(－1)＝5，在(－2,2)内无极小值．

答案　C
9．已知f(x)为三次函数，当x＝1时f(x)有极大值4，当x＝3时f(x)有极小值0，且函数f(x)过原点，则此函数是(　　)

A．f(x)＝x3－2x2＋3x  
B．f(x)＝x3－6x2＋x

C．f(x)＝x3＋6x2＋9x  
D．f(x)＝x3－6x2＋9x

解析　设f(x)＝ax3＋bx2＋cx(a≠0)，

则f′(x)＝3ax2＋2bx＋c＝3a(x－1)(x－3)＝3ax2－12ax＋9a.

由题意得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(f1＝a＋b＋c＝4，,f3＝27a＋9b＋3c＝0，,c＝9a.))
解得a＝1，b＝－6，c＝9.

所以f(x)＝x3－6x2＋9x.

答案　D
10．由抛物线y＝x2－x，直线x＝－1及x轴围成的图形的面积为(　　)

A.eq \f(2,3)  
B．1

C.eq \f(4,3)  
D.eq \f(5,3)
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解析　如图所示，阴影部分的面积为S1＝eq \i\in(,0,)－1(x2－x)dx

＝(eq \f(1,3)x3－eq \f(1,2)x2)eq \b\lc\ \rc\|(\a\vs4\al\co1(,　,,,))

eq \o\al(0,－1)
＝eq \f(5,6).

S2＝eq \b\lc\ \rc\|(\a\vs4\al\co1(,　,,,))

eq \i\in(0,1,)(x2－x)dxeq \b\lc\ \rc\|(\a\vs4\al\co1(,　,,,))＝－(eq \f(1,3)x3－eq \f(1,2)x2)eq \b\lc\ \rc\|(\a\vs4\al\co1(,　,,,))

eq \o\al(1,0)＝eq \f(1,6)，

故所求的面积为S＝S1＋S2＝1.

答案　B
11．函数f(x)＝ax3＋bx2＋cx在x＝eq \f(1,a)处有极值，则ac＋2b的值为(　　)

A．－3  
B．0

C．1  
D．3

解析　f′(x)＝3ax2＋2bx＋c，

依题意知，3a×(eq \f(1,a))2＋2b×eq \f(1,a)＋c＝0，

即eq \f(3,a)＋eq \f(2b,a)＋c＝0，

∴2b＋ac＝－3.

答案　A
12．设函数f(x)满足x2f′(x)＋2xf(x)＝eq \f(ex,x)，f(2)＝eq \f(e2,8)，则x>0时， f(x)(　　)

A．有极大值，无极小值

B．有极小值，无极大值

C．既有极大值又有极小值

D．既无极大值也无极小值

解析　由题意知，f′(x)＝eq \f(ex,x3)－eq \f(2fx,x)＝eq \f(ex－2x2fx,x3).令g(x)＝ex－2x2f(x)，则g′(x)＝ex－2x2f′(x)－4xf(x)＝ex－2[x2f′(x)＋2xf(x)]＝ex－eq \f(2ex,x)＝exeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1－\f(2,x))).

由g′(x)＝0，得x＝2.当x＝2时，g(x)有极小值g(2)＝e2－2×22f(2)＝e2－8·eq \f(e2,8)＝0.∴g(x)≥0.当x>0时，f′(x)＝eq \f(gx,x3)≥0，故f(x)在(0，＋∞)上单调递增，∴f(x)既无极大值也无极小值．

答案　D
二、填空题(本大题共4小题，每小题5分，共20分．把答案填在题中的横线上)
13．函数f(x)在R上可导，且f′(0)＝2.∀x，y∈R，若函数f(x＋y)＝f(x)f(y)成立，则f(0)＝________.

解析　令y＝0，则有f(x)＝f(x)f(0)．

∵f′(0)＝2，∴f(x)不恒为0，∴f(0)＝1.

答案　1
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解析　
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答案　eq \f(π,2)－1

15．若函数f(x)＝eq \f(1,3)x3－f′(1)·x2＋2x＋5，则f′(2)＝________.

解析　∵f′(x)＝x2－2f′(1)x＋2，

∴f′(1)＝1－2f′(1)＋2.

∴f′(1)＝1.

∴f′(x)＝x2－2x＋2.

∴f′(2)＝22－2×2＋2＝2.

答案　2

16．一物体以初速度v＝9.8t＋6.5米/秒的速度自由落下，且下落后第二个4 s内经过的路程是________．

解析　eq \i\in(4,8,)(9.8t＋6.5)dt＝(4.9t2＋6.5t)eq \b\lc\|\rc\ (\a\vs4\al\co1(　,,,,))

eq \o\al(8,4)
＝4.9×64＋6.5×8－4.9×16－6.5×4

＝313.6＋52－78.4－26

＝261.2.

答案　261.2米

三、解答题(本大题共6个小题，共70分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤)
17．(10分)已知函数f(x)＝eq \f(1,3)x3－4x＋m在区间(－∞，＋∞)上有极大值eq \f(28,3).

(1)求实数m的值；

(2)求函数f(x)在区间(－∞，＋∞)的极小值．

解　f′(x)＝x2－4＝(x＋2)(x－2)．

令f′(x)＝0，得x＝－2，或x＝2.

故f(x)的增区间(－∞，－2)和(2，＋∞)，

减区间为(－2,2)．

(1)当x＝－2，f(x)取得极大值，

故f(－2)＝－eq \f(8,3)＋8＋m＝eq \f(28,3)，

∴m＝4.

(2)由(1)得f(x)＝eq \f(1,3)x3－4x＋4，

又当x＝2时，f(x)有极小值f(2)＝－eq \f(4,3).

18．(12分)用总长为14.8米的钢条制成一个长方体容器的框架，如果所制的容器的底面的长比宽多0.5米，那么高为多少时容器的容器最大？并求出它的最大容积．

解　设容器底面宽为x m，则长为(x＋0.5)m，高为(3.2－2x)m.

由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(3.2－2x>0，,x>0，))解得0<x<1.6，

设容器的容积为y m3，则有

y＝x(x＋0.5)(3.2－2x)＝－2x3＋2.2x2＋1.6x，

y′＝－6x2＋4.4x＋1.6，

令y′＝0，即－6x2＋4.4x＋1.6＝0，

解得x＝1，或x＝－eq \f(4,15)(舍去)．

∵在定义域(0,1.6)内只有一个点x＝1使y′＝0，且x＝1是极大值点，

∴当x＝1时，y取得最大值为1.8.

此时容器的高为3.2－2＝1.2 m.

因此，容器高为1.2 m时容器的容积最大，最大容积为1.8 m3.

19．(12分)设函数f(x)＝2x3－3(a＋1)x2＋6ax(a∈R)．

(1)当a＝1时，求证：f(x)为R上的单调递增函数；

(2)当x∈[1,3]时，若f(x)的最小值为4，求实数a的值．

解　(1)证明：当a＝1时，f(x)＝2x3－6x2＋6x，则f′(x)＝6x2－12x＋6＝6(x－1)2≥0，

∴f(x)为R上的单调增函数．

(2)f′(x)＝6x2－6(a＋1)x＋6a＝6(x－1)(x－a)．

①当a≤1时，f(x)在区间[1,3]上是单调增函数，此时在[1,3]上的最小值为f(1)＝3a－1，

∴3a－1＝4，∴a＝eq \f(5,3)>1(舍去)；

②当1<a<3时，f(x)在(1，a)上是减函数，在区间(a,3)上是增函数，故在[1,3]上的最小值为f(a)＝2a3－3(a＋1)a2＋6a2＝4.化简得(a＋1)(a－2)2＝0，∴a＝－1<1(舍去)，或a＝2；

③当a≥3时，f(x)在区间(1，a)上是减函数，故f(3)为最小值，

∴54－27(a＋1)＋18a＝4，

解得a＝eq \f(22,9)<3(舍去)．

综上可知，a＝2.

20．(12分)设函数f(x)＝eq \f(a,3)x3＋bx2＋cx＋d(a>0)，且方程f′(x)－9x＝0的两根分别为1,4.

(1)当a＝3，且曲线y＝f(x)过原点时，求f(x)的解析式；

(2)若f(x)在(－∞，＋∞)内无极值点，求a的取值范围．

解　由f(x)＝eq \f(a,3)x3＋bx2＋cx＋d，得

f′(x)＝ax2＋2bx＋c，∵f′(x)－9x＝ax2＋2bx＋c－9x＝0的两根分别为1,4，

∴eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a＋2b＋c－9＝0，,16a＋8b＋c－36＝0，))(*)

(1)当a＝3时，由(*)得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(2b＋c－6＝0，,8b＋c＋12＝0，))
解得b＝－3，c＝12.

又∵曲线y＝f(x)过原点，∴d＝0.

故f(x)＝x3－3x2＋12x.

(2)由于a>0，所以“f(x)＝eq \f(a,3)x3＋bx2＋cx＋d在(－∞，＋∞)内无极值点”，等价于“f′(x)＝ax2＋2bx＋c≥0在(－∞，＋∞)内恒成立”．
由(*)式得2b＝9－5a，c＝4a.

又Δ＝(2b)2－4ac＝9(a－1)(a－9)，

解eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a>0，,Δ＝9a－1a－9≤0，))得a∈[1,9]，

即a的取值范围是[1,9]．

21．(12分)已知函数f(x)＝ax3＋bx2的图象经过点M(1,4)，曲线在点M处的切线恰好与直线x＋9y＝0垂直．

(1)求实数a，b的值；

(2)若函数f(x)在区间[m，m＋1]上单调递增，求m的取值范围．

解　(1)∵f(x)＝ax3＋bx2的图象经过点M(1,4)，

∴a＋b＝4.①
又f′(x)＝3ax2＋2bx，则

f′(1)＝3a＋2b，由条件f′(1)(－eq \f(1,9))＝－1，

得3a＋2b＝9.②
由①，②解得a＝1，b＝3.

(2)f(x)＝x3＋3x2，f′(x)＝3x2＋6x，

令f′(x)＝3x2＋6x≥0，得x≥0，或x≤－2，

若函数f(x)在区间[m，m＋1]上单调递增，则

[m，m＋1]⊆(－∞，－2]∪[0，＋∞)，

∴m≥0，或m＋1≤－2，即m≥0，或m≤－3，

∴m的取值范围是(－∞，－3]∪[0，＋∞)．

22．(12分)已知函数f(x)＝(x＋1)lnx－x＋1.

(1)若xf′(x)≤x2＋ax＋1，求a的取值范围；

(2)证明：(x－1)f(x)≥0.

解　(1)f′(x)＝eq \f(x＋1,x)＋lnx－1＝lnx＋eq \f(1,x)，

xf′(x)＝xlnx＋1，

题设xf′(x)≤x2＋ax＋1等价于lnx－x≤a.

令g(x)＝lnx－x，则g′(x)＝eq \f(1,x)－1.

当0<x<1时，g′(x)>0；

当x≥1时，g′(x)≤0，

x＝1是g(x)的最大值点，

g(x)≤g(1)＝－1.

综上，a的取值范围是[－1，＋∞)．

(2)由(1)知，g(x)≤g(1)＝－1，

即g(x)＋1≤0，即lnx－x＋1≤0，

当0<x<1时，

f(x)＝(x＋1)lnx－x＋1

＝xlnx＋(lnx－x＋1)≤0；

当x≥1时，

f(x)＝lnx＋(xlnx－x＋1)

＝lnx＋x(lnx＋eq \f(1,x)－1)

＝lnx－x(lneq \f(1,x)－eq \f(1,x)＋1)≥0.

所以(x－1)f(x)≥0.
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