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综合检测(三)

第三章　空间向量与立体几何
(时间：90分钟，满分：120分)

一、选择题(本大题共10小题，每小题5分，共50分，在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的．)

1．(2013·佛山高二检测)与向量a＝(1，－3,2)平行的一个向量的坐标是(　　)

A．(eq \f(1,3)，1,1)　　　　
B．(－1，－3,2)

C．(－eq \f(1,2)，eq \f(3,2)，－1)  
D．(eq \r(2)，－3，－2eq \r(2))

【解析】　a＝(1，－3,2)＝－2(－eq \f(1,2)，eq \f(3,2)，－1)．

【答案】　C

2．在正方体ABCD－A1B1C1D1中，eq \o(A1E,\s\up8(→))＝eq \f(1,4)

eq \o(A1C1,\s\up8(→))，eq \o(AE,\s\up8(→))＝xeq \o(AA1,\s\up8(→))＋y(eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(AD,\s\up8(→)))，则(　　)

A．x＝1，y＝eq \f(1,2)  
B．x＝1，y＝eq \f(1,3)
C．x＝eq \f(1,2)，y＝1  
D．x＝1，y＝eq \f(1,4)
【解析】　eq \o(AE,\s\up8(→))＝eq \o(AA1,\s\up8(→))＋eq \o(A1E,\s\up8(→))＝eq \o(AA1,\s\up8(→))＋eq \f(1,4)

eq \o(A1C1,\s\up8(→))＝eq \o(AA1,\s\up8(→))＋eq \f(1,4)

eq \o(AC,\s\up8(→))＝eq \o(AA1,\s\up8(→))＋eq \f(1,4)(eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(AD,\s\up8(→)))，

∴x＝1，y＝eq \f(1,4).应选D.

【答案】　D

3．已知A(2，－4，－1)，B(－1,5,1)，C(3，－4,1)，D(0,0,0)，令a＝eq \o(CA,\s\up8(→))，b＝eq \o(CB,\s\up8(→))，则a＋b为(　　)

A．(5，－9,2)  
B．(－5,9，－2)

C．(5,9，－2)  
D．(5，－9，－2)

【解析】　a＝eq \o(CA,\s\up8(→))＝(－1,0，－2)，

b＝eq \o(CB,\s\up8(→))＝(－4,9,0)，

∴a＋b＝(－5,9，－2)．
【答案】　B

4．(2013·洛阳高二检测)棱长为1的正方体ABCD－A1B1C1D1中，下列结论不正确的是(　　)

A.eq \o(AB,\s\up8(→))＝－eq \o(C1D1,\s\up8(→))  
B.eq \o(AB,\s\up8(→))·eq \o(BC,\s\up8(→))＝0

C.eq \o(AA1,\s\up8(→))·eq \o(B1D1,\s\up8(→))＝0  
D.eq \o(AC1,\s\up8(→))·eq \o(A1C,\s\up8(→))＝0

【解析】　如图eq \o(AB,\s\up8(→))∥eq \o(C1D1,\s\up8(→))，eq \o(AB,\s\up8(→))⊥eq \o(BC,\s\up8(→))，eq \o(AA1,\s\up8(→))⊥B1D1，故A、B、C选项均正确．


【答案】　D

5．已知向量a、b是平面α内的两个不相等的非零向量，非零向量c在直线l上，则c·a＝0，且c·b＝0是l⊥α的(　　)

A．充分不必要条件  
B．必要不充分条件

C．充要条件  
D．既不充分也不必要条件

【解析】　若l⊥α，则l垂直于α内的所有直线，从而有c·a＝0，c·b＝0.反之由于a、b是否共线没有确定，若共线，则结论不成立；若不共线，则结论成立．
【答案】　B

6．已知△ABC的三个顶点为A(3,3,2)，B(4，－3,7)，C(0,5,1)，则BC边上的中线长为(　　)

A．2  
B．3

C．4  
D．5

【解析】　设BC中点为D，则D(2,1,4)，∴eq \o(AD,\s\up8(→))＝(－1，－2,2)，

∴|eq \o(AD,\s\up8(→))|＝eq \r(12＋－22＋22)＝3，即BC边上的中线长为3.

【答案】　B

7．(2013·岳阳高二检测)若向量a＝(1，λ，2)，b＝(2，－1,2)，且a与b的夹角的余弦值为eq \f(8,9)，则λ＝(　　)

A．2  
B．－2

C．－2或eq \f(2,55)  
D．2或－eq \f(2,55)
【解析】　∵cos〈a，b〉＝eq \f(a·b,|a|·|b|)＝eq \f(2－λ＋4,\r(5＋λ2)·\r(9))＝eq \f(8,9)，解得λ＝－2或λ＝eq \f(2,55).

【答案】　C

8．正方体ABCD－A1B1C1D1中，BB1与平面ACD1所成角的余弦值为(　　)

A.eq \f(\r(2),3)  
B.eq \f(\r(3),3)
C.eq \f(2,3) 
D.eq \f(\r(6),3)
[image: image1.png]D

>
- ‘C y

-

-

B

D
’/





【解析】　设正方体的棱长为1，建系如图．

则D(0,0,0)，B(1,1,0)，B1(1,1,1)．

平面ACD1的法向量为eq \o(DB1,\s\up8(→))＝(1,1,1)．

又eq \o(BB1,\s\up8(→))＝(0,0,1)，

则cos〈eq \o(DB1,\s\up8(→))，eq \o(BB1,\s\up8(→))〉＝eq \f(\o(DB1,\s\up8(→))·\o(BB1,\s\up8(→)),\a\vs4\al(|\o(DB1,\s\up8(→))||\o(BB1,\s\up8(→))|))＝eq \f(1,\r(3)×1)＝eq \f(\r(3),3).

故BB1与平面ACD1所成角的余弦值为eq \r(1－\f(\r(3),3)2)＝eq \f(\r(6),3).

【答案】　D

9．已知eq \o(AB,\s\up8(→))＝(1,5，－2)，eq \o(BC,\s\up8(→))＝(3,1，z)，若eq \o(AB,\s\up8(→))⊥eq \o(BC,\s\up8(→))，eq \o(BP,\s\up8(→))＝(x－1，y，－3)，eq \o(BP,\s\up8(→))⊥平面ABC，则eq \o(BP,\s\up8(→))等于(　　)

A．(eq \f(40,7)，－eq \f(15,7)，－4)  
B．(eq \f(40,7)，－eq \f(15,7)，－3)

C．(eq \f(33,7)，－eq \f(15,7)，4)  
D．(eq \f(33,7)，－eq \f(15,7)，－3)

【解析】　∵eq \o(AB,\s\up8(→))⊥eq \o(BC,\s\up8(→))，∴eq \o(AB,\s\up8(→))·eq \o(BC,\s\up8(→))＝3＋5－2z＝0，∴z＝4，∴eq \o(BC,\s\up8(→))＝(3,1,4)．

∵eq \o(BP,\s\up8(→))⊥平面ABC，∴eq \o(BP,\s\up8(→))·eq \o(AB,\s\up8(→))＝0，eq \o(BP,\s\up8(→))·eq \o(BC,\s\up8(→))＝0，∴eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x－1×1＋y×5＋－3×－2＝0,x－1×3＋y×1＋－3×4＝0))
解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x＝\f(40,7),y＝－\f(15,7)))，∴eq \o(BP,\s\up8(→))＝(eq \f(33,7)，－eq \f(15,7)，－3)．

【答案】　D

10．在矩形ABCD中，AB＝3，AD＝4，PA⊥平面ABCD，PA＝eq \f(4\r(3),5)，那么二面角A－BD－P的大小为(　　)

A．30°  
B．45°

C．60°  
D．75°
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【解析】　如图所示，建立空间直角坐标系，

则eq \o(PB,\s\up8(→))＝(3,0，－eq \f(4,5)

eq \r(3))，

eq \o(BD,\s\up8(→))＝(－3,4,0)．

设n＝(x，y，z)为平面PBD的一个法向量，则

eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(n·\o(PB,\s\up8(→))＝0,n·\o(BD,\s\up8(→))＝0))⇒eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x，y，z·3，0，－\f(4,5)\r(3)＝0，,x，y，z·－3，4，0＝0.))
即eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(3x－\f(4,5)\r(3)z＝0，,－3x＋4y＝0.))令x＝1，则n＝(1，eq \f(3,4)，eq \f(5,4)

eq \r(3))．

又n1＝(0,0，eq \f(4,5)

eq \r(3))为平面ABCD的一个法向量，

∴cos〈n1，n〉＝eq \f(n1·n,|n1||n|)＝eq \f(\r(3),2).

∴所求二面角为30°.

【答案】　A

二、填空题(本大题共4小题，每小题5分，共20分．)

11．(2013·北京高二检测)若a＝(2x,1,3)，b＝(1，－2y,9)，且a与b为共线向量，则x＝________，y＝________.

【解析】　由题意得eq \f(2x,1)＝eq \f(1,－2y)＝eq \f(3,9)，∴x＝eq \f(1,6)，y＝－eq \f(3,2).

【答案】　eq \f(1,6)　－eq \f(3,2)
12．(2013·重庆高二检测)已知点A(1，－2,11)，B(4,2,3)，C(6，－1,4)，则△ABC的形状是________．

【解析】　∵eq \o(AC,\s\up8(→))＝(5,1，－7).eq \o(BC,\s\up8(→))＝(2，－3,1)，∴eq \o(AC,\s\up8(→))·eq \o(BC,\s\up8(→))＝10－3－7＝0.

∴eq \o(AC,\s\up8(→))⊥eq \o(BC,\s\up8(→))，∴∠ACB＝90°，又∵|eq \o(AC,\s\up8(→))|≠|eq \o(BC,\s\up8(→))|，

∴△ABC为直角三角形．

【答案】　直角三角形

13．已知平行六面体ABCD－A1B1C1D1中，以顶点A为端点的三条棱长都等于1，且两两夹角都是60°，则对角线AC1的长是________．
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【解析】　如图所示，

设eq \o(AA1,\s\up8(→))＝a，eq \o(AB,\s\up8(→))＝b，eq \o(AD,\s\up8(→))＝c，

∴a·b＝a·c＝b·c＝1×1×cos 60°＝eq \f(1,2).

又eq \o(AC1,\s\up8(→))＝eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(BC,\s\up8(→))＋eq \o(CC1,\s\up8(→))＝a＋b＋c，

|eq \o(AC1,\s\up8(→))|＝eq \r(a＋b＋c2)
＝eq \r(3＋3×2×\f(1,2))＝eq \r(6).
【答案】　eq \r(6)
14．命题：

①若a与b共线，b与c共线，则a与c共线；

②向量a、b、c共面，则它们所在的直线也共面；

③若a与b共线，则存在惟一的实数λ，使b＝λa；

④若A、B、C三点不共线，O是平面ABC外一点，eq \o(OM,\s\up8(→))＝eq \f(1,3)

eq \o(OA,\s\up8(→))＋eq \f(1,3)

eq \o(OB,\s\up8(→))＋eq \f(1,3)

eq \o(OC,\s\up8(→))，则点M一定在平面ABC上，且在△ABC内部．

上述命题中的真命题是________．

【解析】　当b＝0时，①不正确；a、b、c共面于平面α，

则a，b，c所在的直线可能异面，但都与α平行，所以②不正确；③不正确．因为a∥b⇔b＝λa(a≠0)；由空间向量基本定理可知④正确．

【答案】　④
三、解答题(本大题共4小题，共50分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤．)

15．(本小题满分12分)如图1所示的平行六面体中，求证：eq \o(AC,\s\up8(→))＋eq \o(AB′,\s\up8(→))＋eq \o(AD′,\s\up8(→))＝eq \o(2AC′,\s\up8(→)).
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图1

【证明】　∵平行六面体的六个面均为平行四边形，

∴eq \o(AC,\s\up8(→))＝eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(AD,\s\up8(→))，eq \o(AB′,\s\up8(→))＝eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(AA′,\s\up8(→))，eq \o(AD′,\s\up8(→))＝eq \o(AD,\s\up8(→))＋eq \o(AA′,\s\up8(→)).

∴eq \o(AC,\s\up8(→))＋eq \o(AB′,\s\up8(→))＋eq \o(AD′,\s\up8(→))＝(eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(AD,\s\up8(→)))＋(eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(AA′,\s\up8(→)))＋(eq \o(AD,\s\up8(→))＋eq \o(AA′,\s\up8(→)))＝2(eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(AD,\s\up8(→))＋eq \o(AA′,\s\up8(→)))．

又eq \o(AA′,\s\up8(→))＝eq \o(CC′,\s\up8(→))，eq \o(AD,\s\up8(→))＝eq \o(BC,\s\up8(→))，

∴eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(AD,\s\up8(→))＋eq \o(AA′,\s\up8(→))＝eq \o(AB,\s\up8(→))＋eq \o(BC,\s\up8(→))＋eq \o(CC′,\s\up8(→))＝eq \o(AC,\s\up8(→))＋eq \o(CC′,\s\up8(→))＝eq \o(AC′,\s\up8(→)).

∴eq \o(AC,\s\up8(→))＋eq \o(AB′,\s\up8(→))＋eq \o(AD′,\s\up8(→))＝2eq \o(AC′,\s\up8(→)).
16．(本小题满分12分)如图2，在直三棱柱ABC－A1B1C1中，AC＝3，AB＝5，BC＝4，AA1＝4，点D是AB的中点．

[image: image5.png]¢





图2

(1)求证：AC⊥BC1；

(2)求证：AC1∥平面CDB1.

【解】　∵直三棱柱ABC－A1B1C1底面三边长AC＝3，BC＝4，AB＝5，

∴AC，BC，C1C两两垂直．
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如图，以C为坐标原点，直线CA，CB，CC1分别为x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，则C(0,0,0)，A(3,0,0)，C1(0,0,4)，B(0,4,0)，B1(0,4,4)，D(eq \f(3,2)，2,0)．

(1)∵eq \o(AC,\s\up8(→))＝(－3,0,0)，eq \o(BC1,\s\up8(→))＝(0，－4,4)，

∴eq \o(AC,\s\up8(→))·eq \o(BC1,\s\up8(→))＝0，∴AC⊥BC1.

(2)设CB1与C1B的交点为E，则E(0,2,2)．

∵eq \o(DE,\s\up8(→))＝(－eq \f(3,2)，0,2)，eq \o(AC1,\s\up8(→))＝(－3,0,4)，

∴eq \o(DE,\s\up8(→))＝eq \f(1,2)

eq \o(AC1,\s\up8(→))，∴eq \o(DE,\s\up8(→))∥eq \o(AC1,\s\up8(→)).

∵DE⊂平面CDB1，AC1⊄平面CDB1，∴AC1∥平面CDB1.
[image: image7.png]



图3

17．(本小题满分12分)如图3，四棱锥S－ABCD的底面是边长为2a的菱形，且SA＝SC＝2a，SB＝SD＝eq \r(2)a，点E是SC上的点，且SE＝λa(0＜λ≤2)．

(1)求证：对任意的λ∈(0,2]，都有BD⊥AE；

(2)若SC⊥平面BED，求直线SA与平面BED所成角的大小．
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【解】　(1)证明　连结BD，AC，设BD与AC交于O.

由底面是菱形，得BD⊥AC.

∵SB＝SD，O为BD中点，

∴BD⊥SO.

又AC∩SO＝O，∴BD⊥平面SAC.

又AE⊂平面SAC，∴BD⊥AE.

[image: image9.png]



(2)由(1)知BD⊥SO，

同理可证AC⊥SO，

∴SO⊥平面ABCD.

取AC和BD的交点O为原点建立如图所示的坐标系，设SO＝x，则OA＝eq \r(4a2－x2)，OB＝eq \r(2a2－x2).

∵OA⊥OB，AB＝2a，

∴(4a2－x2)＋(2a2－x2)＝4a2，解得x＝a.

∴OA＝eq \r(3)a，则A(eq \r(3)a,0,0)，C(－eq \r(3)a,0,0)，S(0,0，a)．

∵SC⊥平面EBD，∴eq \o(SC,\s\up8(→))是平面EBD的法向量．

∴eq \o(SC,\s\up8(→))＝(－eq \r(3)a,0，－a)，eq \o(SA,\s\up8(→))＝(eq \r(3)a,0，－a)．

设SA与平面BED所成角为α，

则sin α＝eq \f(|\o(SC,\s\up8(→))·\o(SA,\s\up8(→))|,|\o(SC,\s\up8(→))|·|\o(SA,\s\up8(→))|)＝eq \f(|－3a2＋a2|,\r(3＋1a2)·\r(3＋1a2))＝eq \f(1,2)，即SA与平面BED所成的角为eq \f(π,6).
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图4

18．(本小题满分14分)(2012·浙江高考)如图4，在四棱锥P－ABCD中，底面是边长为2eq \r(3)的菱形，∠BAD＝120°，且PA⊥平面ABCD，PA＝2eq \r(6)，M，N分别为PB，PD的中点．

(1)证明：MN∥平面ABCD；

(2)过点A作AQ⊥PC，垂足为点Q，求二面角A－MN－Q的平面角的余弦值．

【解】　(1)证明　连结BD，因为M，N分别是PB，PD的中点，所以MN是△PBD的中位线，所以MN∥BD.

又因为MN⊄平面ABCD，BD⊂平面ABCD，所以MN∥平面ABCD.

[image: image11.png]



(2)连结AC交BD于O，以O为原点，OC，OD所在直线为x，y轴，以过O点且垂直于平面ABCD的直线为z轴建立空间直角坐标系Oxyz，如图所示．

在菱形ABCD中，∠BAD＝120°，得AC＝AB＝2eq \r(3)，BD＝eq \r(3)AB＝6.

又因为PA⊥平面ABCD，所以PA⊥AC.在直角△PAC中，AC＝2eq \r(3)，PA＝2eq \r(6)，AQ⊥PC，得QC＝2，PQ＝4.

由此知各点坐标如下；

A(－eq \r(3)，0,0)，B(0，－3,0)，C(eq \r(3)，0,0)，D(0,3,0)，P(－eq \r(3)，0,2eq \r(6))，M(－eq \f(\r(3),2)，－eq \f(3,2)，eq \r(6))，N(－eq \f(\r(3),2)，eq \f(3,2)，eq \r(6))，Q(eq \f(\r(3),3)，0，eq \f(2\r(6),3))．

设m＝(x，y，z)为平面AMN的法向量，

由eq \o(AM,\s\up8(→))＝(eq \f(\r(3),2)，－eq \f(3,2)，eq \r(6))，eq \o(AN,\s\up8(→))＝(eq \f(\r(3),2)，eq \f(3,2)，eq \r(6))知

eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(\f(\r(3),2)x－\f(3,2)y＋\r(6)z＝0，,\f(\r(3),2)x＋\f(3,2)y＋\r(6)z＝0.))
取z＝－1，得m＝(2eq \r(2)，0，－1)．

设n＝(x，y，z)为平面QMN的法向量，

由eq \o(QM,\s\up8(→))＝(－eq \f(5\r(3),6)，－eq \f(3,2)，eq \f(\r(6),3))，

eq \o(QN,\s\up8(→))＝(－eq \f(5\r(3),6)，eq \f(3,2)，eq \f(\r(6),3))知

eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(－\f(5\r(3),6)x－\f(3,2)y＋\f(\r(6),3)z＝0，,－\f(5\r(3),6)x＋\f(3,2)y＋\f(\r(6),3)z＝0.))
取z＝5，得n＝(2eq \r(2)，0,5)．

于是cos〈m，n〉＝eq \f(m·n,|m|·|n|)＝eq \f(\r(33),33).

所以二面角A－MN－Q的平面角的余弦值为eq \f(\r(33),33).
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