数学备课大师 www.eywedu.net  目录式免费主题备课平台！

2.2直接证明与间接证明
编稿：周尚达　　　　审稿：张扬　　　　责编：严春梅

目标认知
学习目标：
1．结合已经学过的数学实例，了解直接证明的两种基本方法：综合法和分析法，了解间接证明的一种基本方法：反证法；

2．了解综合法、分析法和反证法的思考过程、特点.

重点：
根据问题的特点，结合综合法、分析法和反证法的思考过程、特点，选择适当的证明方法或把不同的证明方法结合使用.

难点：根据问题的特点，选择适当的证明方法或把不同的证明方法结合使用.

学习策略分析法和综合法在证明方法中都占有重要地位，是解决数学问题的重要思想方法。当所证命题的结论与所给条件间联系不明确，常常采用分析法证明；当所证的命题与相应定义、定理、公理有直接联系时，常常采用综合法证明.在解决问题时，常常把分析法和综合法结合起来使用。反证法解题的实质是否定结论导出矛盾，从而说明原结论正确。在否定结论时，其反面要找对、找全.它适合证明“存在性问题、唯一性问题”，带有“至少有一个”或“至多有一个”等字样的数学问题.

知识要点梳理
知识点一：直接证明
1、综合法
（1）定义：一般地，从命题的已知条件出发，利用公理、已知的定义及定理等，经过一系列的推理论证，最后推导出所要证明的结论成立，这种证明方法叫做综合法.　　

（2）综合法的的基本思路：执因索果综合法又叫“顺推证法”或“由因导果法”.它是从已知条件和某些学过的定义、公理、公式、定理等出发，通过推导得出结论.

（3）综合法的思维框图：用
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表示已知条件，为定义、定理、公理等，[image: image2.png]


表示所要证明的结论，则综合法可用框图表示为：
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（已知） （逐步推导结论成立的必要条件） （结论）

2、分析法　

（1）定义：一般地，从需要证明的命题出发，分析使这个命题成立的充分条件，逐步寻找使命题成立的充分条件，直至所寻求的充分条件显然成立（已知条件、定理、定义、公理等），或由已知证明成立，从而确定所证的命题成立的一种证明方法，叫做分析法.　

（2）分析法的基本思路：执果索因分析法又叫“逆推证法”或“执果索因法”.它是从要证明的结论出发，分析使之成立的条件，即寻求使每一步成立的充分条件，直到最后，把要证明的结论归结为判定一个明显成立的条件（已知条件、定理、定义、公理等）为止.

（3）分析法的思维框图：用[image: image4.png]


表示已知条件和已有的定义、公理、公式、定理等，[image: image5.png]


所要证明的结论，则用分析法证明可用框图表示为：　　　　　　[image: image6.png]=7~
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　　　　　　（结论） （逐步寻找使结论成立的充分条件） （已知）　　

（4）分析法的格式：要证……，只需证……，只需证……，因为……成立，所以原不等式得证。

知识点二：间接证明
反证法　　

（1）定义：一般地，首先假设要证明的命题结论不正确，即结论的反面成立，然后利用公理，已知的定义、定理，命题的条件逐步分析，得到和命题的条件或公理、定理、定义及明显成立的事实等矛盾的结论，以此说明假设的结论不成立，从而证明了原命题成立，这样的证明方法叫做反证法.　　

（2）反证法的特点：反证法是间接证明的一种基本方法.它是先假设要证的命题不成立，即结论的反面成立，在已知条件和“假设”这个新条件下，通过逻辑推理，得出与定义、公理、定理、已知条件、临时假设等相矛盾的结论，从而判定结论的反面不能成立，即证明了命题的结论一定是正确的.

（3）反证法的基本思路：“假设——矛盾——肯定”　 　　　

①分清命题的条件和结论．

②做出与命题结论相矛盾的假设．

③由假设出发，结合已知条件，应用演绎推理方法，推出矛盾的结果．

④断定产生矛盾结果的原因，在于开始所做的假定不真，于是原结论成立，从而间接地证明原命题为真．

（4）用反证法证明命题“若[image: image7.png]


则[image: image8.png]


”，它的全部过程和逻辑根据可以表示为：　　　　　[image: image9.png]we [FRE|  FEM-a7_ &N
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（5）反证法的优点：对原结论否定的假定的提出，相当于增加了一个已知条件.

规律方法指导
1.用反证法证明数学命题的一般步骤：
①反设——假设命题的结论不成立，即假定原命题的反面为真；

②归谬——从反设和已知条件出发，经过一系列正确的逻辑推理，得出矛盾结果；

③存真——由矛盾结果，断定反设不真，从而肯定原结论成立. 
2.适合使用反证法的数学问题：
①要证的结论与条件之间的联系不明显，直接由条件推出结论的线索不够清晰；比如“存在性问题、唯一性问题”等；

②如果从正面证明，需要分成多种情形进行分类讨论，而从反面进行证明，只要研究一种或很少的几种情形.比如带有“至少有一个”或“至多有一个”等字样的数学问题.

经典例题透析
类型一：综合法
[image: image10.png]


1．如图，设在四面体[image: image11.png]PABC



中，[image: image12.png]ZABC




，[image: image13.png]


，[image: image14.png]


是[image: image15.png]


的中点.　　　　　　求证：[image: image16.png]


垂直于[image: image17.png]AABC



所在的平面.　　　　　　　　　　　　　　　　 [image: image18.png]



思路点拨：要证[image: image19.png]


垂直于[image: image20.png]AABC



所在的平面，只需在[image: image21.png]AABC



所在的平面内找到两条相交直线与[image: image22.png]


垂直.

解析：连[image: image23.png]


、[image: image24.png]


因为[image: image25.png]


是[image: image26.png]RthABC



斜边上的中线，所以[image: image27.png]


又因为[image: image28.png]


,而[image: image29.png]


是[image: image30.png]APAD



、[image: image31.png]APBD



、[image: image32.png]APCD



的公共边，所以[image: image33.png]APAD
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于是[image: image36.png]


,而[image: image37.png]/PDA= /PDC = 90



，因此[image: image38.png]


∴[image: image39.png]PD1 AC



，[image: image40.png]PD1ARD



由此可知[image: image41.png]


垂直于[image: image42.png]AABC



所在的平面.

总结升华：这是一例典型的综合法证明.现将用综合法证题的过程展现给大家，供参考：　　（1）由已知[image: image43.png]


是[image: image44.png]RthABC



斜边上的中线，推出[image: image45.png]


，记为[image: image46.png]


（已知）[image: image47.png]
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；　　（2）由[image: image49.png]


和已知条件，推出三个三角形全等，记为[image: image50.png]


；

（3）由三个三角形全等，推出[image: image51.png]
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，记为[image: image53.png]BE=5



；

（4）由[image: image54.png]/PDA= /PDR = /PDC = 90°



推出[image: image55.png]PD 1
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，记为[image: image57.png]E=5



（结论）.　　　　 这个证明步骤用符号表示就是[image: image58.png]


（已知）[image: image59.png]=>R=>AK=>KB=§



（结论）.

举一反三：
【变式1】求证：[image: image60.png]1 2 3
+

Tog, 19 log, 19 logy19

<2




.

【答案】待证不等式的左端是3个数和的形式，右端是一常数的形式，而左端3个分母的真数相同，由此可联想到公式[image: image61.png]log, b

Togya



，转化成能直接利用对数的运算性质进行化简的形式.∵[image: image62.png]log, b

Togya



，∴左边[image: image63.png]logy 5+2log), 3+3log;, 2
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∵[image: image67.png]logy, 360 <logy, 361




，　 　　　　　∴[image: image68.png]1 2 3
Tog, 19 log, 19 log,19

<2




.

【变式2】在锐角三角形ABC中，求证：[image: image69.png]sin A+sin B+sinC > cos A+cos B+cosC



　　【答案】∵在锐角三角形ABC中，[image: image70.png]44852
5



，∴[image: image71.png]


，∵在[image: image72.png]7,

3



内正弦函数单调递增，∴[image: image73.png]sind> sm(g—g): cos B



,即[image: image74.png]sind>cosB



同理，[image: image75.png]sinB =cosC



，[image: image76.png]sinC > cosd



∴[image: image77.png]sin A+sin B+sinC > cos A+cos B+cosC




类型二：分析法
[image: image78.png]


2．求证：[image: image79.png]Vo —fa-1<fa—2-~fa-3@=z3)




思路点拨：由于本题所给的条件较少，且不等式中项都是根式的形式，因而用综合法证明比较困难.这时，可从结论出发，逐步反推，寻找使命题成立的充分条件；此外，若注意到[image: image80.png]


，[image: image81.png]


，也可用综合法证明.　　法一：分析法
要证[image: image82.png]Va—~fa—1<fa-2-\a-3(=23



成立，

只需证明[image: image83.png]Va+fa-3 <a-2+\a-1(a23



，

两边平方得[image: image84.png]2a-3+2ala-3) <2a-3+2f@a-Da-1)
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，

所以只需证明[image: image86.png]fa(a=3) < Jla-Da-1
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，

两边平方得[image: image88.png]3a <a*-3a+2



，即[image: image89.png]0«2



，∵[image: image90.png]0«2



恒成立，∴原不等式得证.

法二：综合法
∵[image: image91.png]


，[image: image92.png]i gefage—
Ja-2+a-3



，　　[image: image93.png]Va >fa-2,a-1>a-3



，∴[image: image94.png]Ja+da-1sJa-z2+da-3>0



.

∴[image: image95.png]


.∴[image: image96.png]Ja—Ja-1<da-2-Ja-3



.即原不等式成立.

总结升华：
1．在证明过程中，若使用综合法出现困难时，应及时调整思路，分析一下要证明结论成立需要怎样的充分条件是明智之举.从结论出发，结合已知条件，逐步反推，寻找使当前命题成立的充分条件的方法.

2．综合法写出的证明过程条理清晰，易于理解；但综合法的证题思路并不容易想到，因此，在一般的证题过程中，往往是先用分析法寻找解题思路，再用综合法书写证明过程. 
举一反三：
【变式1】求证：[image: image97.png]34T <245




【答案】∵[image: image98.png]


、[image: image99.png]


、[image: image100.png]


均为正数

∴要证[image: image101.png]34T <245



成立，只需证明[image: image102.png](BT <(25)



，

 两边展开得[image: image103.png]1042421 <20



即[image: image104.png]J21 <5



，所以只需证明[image: image105.png]NWEd



即[image: image106.png]2125



，　 　　　　 ∵[image: image107.png]21«25



恒成立， ∴[image: image108.png]34T <245



成立.

【变式2】求证：[image: image109.png](a* +8%)(c* +d%) = (ac +bd)*



　　

【答案】
法一：要证[image: image110.png](a* +8%)(c* +d%) = (ac +bd)*



成立，

只需证明[image: image111.png]@’ + B v atfd +20d = afet + 5% + 2ackd



，即只需证明[image: image112.png]2% +atd® = 2ackd



即[image: image113.png](be—ad) 20



，∵[image: image114.png](be—ad) 20



恒成立，

∴[image: image115.png](a* +8%)(c* +d%) = (ac +bd)*



成立.

法二：∵[image: image116.png]2% +atd® = 2ackd



　∴[image: image117.png]@’ + B v atfd +20d = afet + 5% + 2ackd



，　　　　　∴[image: image118.png](a* +8%)(c* +d%) = (ac +bd)*




【变式3】若[image: image119.png]tan{a+ ) = 2tan @,



求证：[image: image120.png]3sin 8=sin(2a+ 8)



.

【答案】由[image: image121.png]tan{a+ ) = 2tan @,



，得[image: image122.png]sin(a+ ) _ 2sina
cos(a+B) cosa



，即[image: image123.png]sin(fa@+ fcosa = 2cos(a+ Hsina



 （*）另一方面，要证[image: image124.png]3sin 8=sin(2a+ 8)



，　 　　　　 即证[image: image125.png]3sin[(a+ 8) - a]

=sin[(a+ 8 +a)



，

即证[image: image126.png]Hsin(a+ B cosa—cos(a+ B)sin @] =sin(@+ G cos @ +cos(@+ F)sin &



，　 　　　　 化简，得[image: image127.png]sin(a@+ B)cosa = 2cos(a+ B) sin @



.　 ∵上式与(*)式相同.所以，命题成立.

类型三：反证法
[image: image128.png]


3．设二次函数[image: image129.png]F(x)=ax’ +bx+elaz0)



中的[image: image130.png]


、[image: image131.png]


、[image: image132.png]


均为奇数，求证：方程[image: image133.png]fx)=0



无整数根.

思路点拨：由于要证明的结论与条件之间的联系不明显，直接由条件推出结论的线索不够清晰，所以可考虑用反证法.对于本题可通过奇偶数分析得出结论.

证明：假设方程[image: image134.png]fx)=0



有整数根[image: image135.png]


，则[image: image136.png]


成立，所以[image: image137.png]nlan+b)+ec=0



.　　　　　因为[image: image138.png]


为奇数，所以[image: image139.png]nlan+b)



也为奇数，且[image: image140.png]


与[image: image141.png]an+h



都必须为奇数.因为已知[image: image142.png]


、[image: image143.png]


为奇数，又[image: image144.png]


为奇数，所以[image: image145.png]an+h



为偶数，这与[image: image146.png]an+h



为奇数矛盾，所以假设不成立，原命题成立.

总结升华：反证法适宜证明“存在性”、“唯一性”，带有“至少有一个”或“至多有一个”等字样的数学问题.

举一反三：
【变式1】若[image: image147.png]ab,ec



都为实数，且[image: image148.png]a=2-22+2
3



，[image: image149.png]L
b=y -2+l
4 3



，[image: image150.png]2 s
R
S



，　　求证：[image: image151.png]ab,ec



中至少有一个大于0.

【答案】假设[image: image152.png]ab,ec



都不大于0，则[image: image153.png]


，[image: image154.png]


，[image: image155.png]


，所以[image: image156.png]a+b+ec=0




 又[image: image157.png]a+b+c:(;?—2z+g)+(y’—2x+§)+(z’—2y+%)




 [image: image158.png]=22+ D+ — 2y + D+ -2z 4D 4w-3




　　　　　　 　　　　 [image: image159.png]G-+ -1 +(z- D +7-350




.　 因为[image: image160.png](x-1*z0



，[image: image161.png]y-1'z0



，[image: image162.png](z-1" =20



，[image: image163.png]7-3>0



，所以[image: image164.png]atbte=(x-D+ -1+ (- +r-350



，所以[image: image165.png]a+b+ec>0



，这与[image: image166.png]a+b+ec=0



矛盾，所以假设不成立，原命题成立.

【变式2】设函数[image: image167.png]f(x)



在[image: image168.png]


内都有[image: image169.png]fx)=0



，且[image: image170.png]Fx+y)=7x)-F)



恒成立，求证：对任意[image: image171.png]


都有[image: image172.png]fx) =0



.

【答案】假设“对任意[image: image173.png]


都有[image: image174.png]fx) =0



”不成立，则[image: image175.png]


，有[image: image176.png]F(x) =0



成立，　 　　　　　∵[image: image177.png]fx)=0



，∴[image: image178.png](%) <0




又∵[image: image179.png]=g oyl pfay oy g2
S =FG+ =7 S =) >0



这与[image: image180.png]F(x) =0



矛盾，所以假设不成立，原命题成立.

【变式3】已知：[image: image181.png]


，求证[image: image182.png]p+g=2




【答案】假设[image: image183.png]pt+g>2



，则[image: image184.png]pr2-q



成立，所以[image: image185.png]PP (2-g)* =8-12¢+64" - &



.　 　　　　 因为[image: image186.png]


，所以[image: image187.png]0> 6-12+64"



，所以[image: image188.png]0>6(1-9)*



，这与[image: image189.png]6(1-g)* 20



矛盾，　 　　　　 所以假设不成立，原命题成立.

学习成果测评
基础达标：
1．要证明[image: image190.png]34T <245



可选择的方法有以下几种，其中最合理的是（ ）

A．综合法 　　　B．分析法 　　　C．反证法　　　 D．归纳法　　

2．设[image: image191.png]a,b e (0,+0)



,[image: image192.png]A=fa+ B, B=rfard



,则[image: image193.png]


的大小关系是( )

A．[image: image194.png]


 　　　B．[image: image195.png]


 　　　C．[image: image196.png]A>B



 　　　D．[image: image197.png]A<B




3．已知函数[image: image198.png]f(x):[%]x,a,be(ﬂ,m)



，[image: image199.png]+b _ 5,
A:/[“2 ]&/(«/7
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2ab
a+b

)



，则[image: image201.png]
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是大小关系为（ ）　

A．[image: image203.png]


　　　 B．[image: image204.png]


　　　　C．[image: image205.png]


　　　　D．[image: image206.png]


　　4．[image: image207.png]ax® +2x+




至少有一个负实根的充要条件是（ ）

A．[image: image208.png]O<a<l



　　 　B．[image: image209.png]


　　 　C．[image: image210.png]


　 　　D．[image: image211.png]O<a=l



或[image: image212.png]



5．如果[image: image213.png]


都是正数，且[image: image214.png]


，求证：[image: image215.png]a® +2°% > a'b? + 't



．

6．已知[image: image216.png]


都是正数，[image: image217.png]xyeR



，且[image: image218.png]


，求证：[image: image219.png]ax’ +by* = (ax+ by)?



．

7．用反证法证明：如果[image: image220.png]


，那么[image: image221.png]X +2x-120



．

能力提升：
8．已知a3＋b3=2,求证：a+b≤2.

9．已知a,b是正实数，求证：[image: image222.png]


.

综合探究：
10．求证：正弦函数没有比[image: image223.png]


小的正周期.

参考答案：
基础达标：1．B   

2．C解析：假设[image: image224.png]


,即[image: image225.png]Jat+B=ate



.　[image: image226.png]




 INCLUDEPICTURE "http://video.etiantian.com/security/03978daa857fb30bae762f79b71e336d/4b80ec01/ett20/resource/d151ff40071e9e6bfe0b19a723e9c966/cgcp.files/image002.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image227.png]a,b e (0,+0)



,∴[image: image228.png]a+2dab+b<a+h



,　　　　　　　∴[image: image229.png]2fab =0



,显然不成立,∴[image: image230.png]A>B



.　　

3．A解析：[image: image231.png]a>0b>0,



∴[image: image232.png]



∴[image: image233.png]


．又[image: image234.png]


函数[image: image235.png]= [%] Q)



是减函数，∴[image: image236.png]


．　　

4．C解析：（1）当[image: image237.png]


时，[image: image238.png]


，符合题意；（2）当[image: image239.png]


时，要使方程有一正一负根，只需[image: image240.png]R =

<0



，即[image: image241.png]


；要使方程有两个负根，只需[image: image242.png]


解得[image: image243.png]O<a=l



．综上可知，[image: image244.png]


．

5．证明：因为[image: image245.png]a® +8° — (@'t +a’p*)
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＝[image: image247.png](¢ -2")@* -%



　　　　　　　　　＝[image: image248.png](¢ +8*)@* - 27



，又因为[image: image249.png]a>0b>0



且[image: image250.png]


，所以[image: image251.png](@ +87)@* %
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，　　　　　　 即[image: image253.png]a® +2°% > a'b? + 't



。

6．证明：要证原式成立，则只需要证明[image: image254.png]ax’ +by* 2 a'x* + 2abry +40y°



， 即只需要证明[image: image255.png](a—a®)x* +(b-b")y" = 2abxy,



（＊）即证明[image: image256.png]a(l-a)x® +5(1-8)y* = 2abxy



．因为[image: image257.png]


，所以（＊）式可变形为[image: image258.png]abr® +aby* = 2abxy,



 即[image: image259.png]ab(x*
+y°
P
) = abry



，因为[image: image260.png]


都是正数，所以要证原式成立，只需证明[image: image261.png]


因为对于一切[image: image262.png]xyeR



，[image: image263.png]


显然成立．所以原不等式得证．

7．证明：假设[image: image264.png]X +2x-1=0



，则[image: image265.png]


．容易看出[image: image266.png]-1-42<



，下面证明[image: image267.png]~1+:2 <%



．因为[image: image268.png]8«9



，所以[image: image269.png]NPRE)



，即[image: image270.png]22 <3



，从而[image: image271.png]


，变形得[image: image272.png]~1+:2 <%



综上得[image: image273.png]


，这与已知条件[image: image274.png]


矛盾。因此，假设不成立，即原命题成立．

能力提升：
8．证明：假设a+b＞2,则b＞2-a，∴b3＞(2-a)3∴a3＋b3＞a3＋(2-a)3=8-12a+6a2=6(a-1)2+2≥2,与已知矛盾，∴a+b≤2

9．证法一：分析法

要证[image: image275.png]


，只要证[image: image276.png]anfa + b8 = \Jab (fa ++B)




即证[image: image277.png](a+b—Jab)(Na ++B) 2 Nab(\a ++B)



，即证[image: image278.png]a+bz2Jab



.显然[image: image279.png]a+bz2Jab



成立，所以[image: image280.png]



证法二：综合法

[image: image281.png]I S Ay ]
7 JZ+ ,2E\/Z+2 %J}:z&nﬁ




（当且仅当a=b时取等号），所以[image: image282.png]



综合探究：
10．证明：假设T是正弦函数的周期则对任意实数x都有[image: image283.png]sin(x+7T) =sinx



令x=0,得[image: image284.png]


即[image: image285.png]T=kmkelZ



假设最小正周期[image: image286.png]0<T <27



，故[image: image287.png]


。从而对任意实数x都应有[image: image288.png]sin(x+7) =sinx



这与[image: image289.png]o s
sin(Z +7) 2 sin 2
B B



矛盾。因此,原命题成立.
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