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《二元一次不等式（组）与平面区域》典型例题透析
类型一：二元一次不等式（组）表示的平面区域

例1.  画出不等式
[image: image1.wmf]240
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表示的平面区域。

解析：先画直线
[image: image2.wmf]240
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（画成虚线）.

取原点
[image: image3.wmf](0,0)

代入
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得
[image: image5.wmf]200440
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∴原点不在
[image: image6.wmf]240
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表示的平面区域内，

不等式
[image: image7.wmf]240
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表示的区域如图：

[image: image8.png]



总结升华： 

1. 画二元一次不等式表示的平面区域常采用“直线定界，特殊点定域”的方法。特殊地，当
[image: image9.wmf]0
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时，常把原点作为此特殊点。

2. 虚线表示区域不包括边界直线，实线表示区域包括边界直线

举一反三：

【变式1】画出下列不等式所表示的平面区域
（1）
[image: image10.wmf]4312
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；  （2）
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【答案】

[image: image12.png]
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（1）                （2）

例2. 用平面区域表示不等式组
[image: image14.wmf]312
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思路点拨: 不等式组表示的平面区域是各个不等式所表示的平面点集的交集，因而是各个不等式所表示的平面区域的公共部分。
解析：不等式
[image: image15.wmf]312
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表示直线
[image: image16.wmf]312
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右下方的区域，


[image: image17.wmf]2
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表示直线
[image: image18.wmf]2
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右上方的区域，

取两区域重叠的部分，如图的阴影部分就表示原不等式组的解集。

[image: image19.png]



总结升华：不等式组表示的平面区域是各个不等式所表示的平面点集的交集，因而是各个不等式所表示的平面区域的公共部分。
举一反三：

【变式1】画出下列不等式组表示的平面区域。

（1）
[image: image20.wmf]3
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； （2）
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；   （3）
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【答案】

[image: image23.png]


        [image: image24.png]


       [image: image25.png]
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【变式2】画出不等式组
[image: image26.wmf]30
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表示的平面区域并求其面积。

【答案】如图，面积为
[image: image27.wmf]81
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；
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【变式3】由直线
[image: image29.wmf]20
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，
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围成的三角形区域（如图）用不等式组可表示为                 。

[image: image32.png]



【答案】
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例3. 画出下列不等式表示的平面区域

(1) 
[image: image34.wmf]0
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思路点拨: 将原不等式等价转化为不等式组，然后画图.

解析：
(1) 原不等式等价转化为
[image: image36.wmf]0
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（无解），

故点
[image: image38.wmf])
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在区域
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内，如图：
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(2) 原不等式等价为
[image: image41.wmf]0
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，如图

[image: image43.png]



总结升华：把非规范形式等价转化为规范不等式组形式便于求解
举一反三：

【变式1】用平面区域表示不等式
[image: image44.wmf](1)(40
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【答案】

[image: image45.png]



【变式2】用平面区域表示不等式

（1）
[image: image46.wmf]1
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【答案】

[image: image49.png]
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       [image: image51.png]
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例4.求满足不等式组
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的整数解.

思路点拨:不等式组的实数解集为直线
[image: image53.wmf]1
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[image: image58.wmf]35150
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所围成的三角形区域内部(不含边界)，求出三条直线的交点，求得区域内点横坐标范围，取出
[image: image59.wmf]x

的所有整数值，再代回原不等式组转化为
[image: image60.wmf]y

的一元不等式组得出相应的
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的整数值。

解析：设
[image: image62.wmf]1
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于是看出区域内点的横坐标在
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内，取
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当
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时，代入原不等式组有
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[image: image78.wmf]1
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∴区域内有整点
[image: image80.wmf](1,2)

-

。

同理可求得另外三个整点
[image: image81.wmf](2,0)

、
[image: image82.wmf](2,1)
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[image: image83.wmf](3,1)

-

.

总结升华：求不等式的整数解即求区域内的整点是教学中的难点，它为线性规划中求最优整数解作铺垫。常有两种处理方法，一种是通过打出网络求整点；另一种是本题解答中所采用的，先确定区域内点的横坐标的范围，确定
[image: image84.wmf]x

的所有整数值，再代回原不等式组，得出
[image: image85.wmf]y

的一元一次不等式组，再确定
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的所有整数值，即先固定
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，再用
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制约
[image: image89.wmf]y

。

举一反三：

【变式】求不等式组
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的整数解。

【答案】如图所示，

[image: image91.jpg]



作直线
[image: image92.wmf]1
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，
[image: image93.wmf]2
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，
[image: image94.wmf]3
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在直角坐标平面内画出满足不等式组的区域，

此三角形区域内的整点(2,1)，(1,0)，(2,0)，(1,－1)，(2,－1)，(3,－1)即为原不等式组的整数解。

类型二：图解法解决简单的线性规划问题.

例5.已知
[image: image95.wmf]x

、
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满足约束条件
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，求下列各式的最大值和最小值. 

（1）
[image: image98.wmf]2
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解析：
（1）不等式组表示的平面区域如图所示：

[image: image100.png]



求出交点
[image: image101.wmf](2,1)
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作过点
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的直线
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，平移直线
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，得到一组与
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平行的直线
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可知，在经过不等式组所表示的公共区域内的点且平行于
[image: image112.wmf]l

的直线中，

当
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经过点
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所对应的
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（2）不等式组表示的平面区域如图所示：

[image: image123.png]



作过点
[image: image124.wmf](0,0)

的直线
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，平移直线
[image: image127.wmf]0

l

，得到一组与
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可知，在经过不等式组所表示的公共区域内的点且平行于
[image: image132.wmf]l

的直线中，

当
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总结升华：

1.本题的切入点是赋予“
[image: image143.wmf]z

”恰当的几何意义：纵截距或横截距；
2.线性目标函数的最大值、最小值一般在可行域的顶点处取得；
3.线性目标函数的最大值、最小值也可能在可行域的边界上取得，即满足条件的最优解有无数多个，此时目标函数的图象一定与区域中的一条边界直线平行．

举一反三：

【变式1】求
[image: image144.wmf]35
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的最大值和最小值，使式中的
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【答案】不等式组所表示的平面区域如图所示：

[image: image148.png]



从图示可知，直线
[image: image149.wmf]35
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在经过不等式组所表示的公共区域内的点时，
以经过点
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【变式2】求
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【答案】
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例6. 某企业生产A、B两种产品，生产每一吨产品所需的劳动力和煤、电耗如下表：

	产品品种
	劳动力（个）
	煤（吨）
	电（千瓦）

	A产品
	3
	9
	4

	B产品
	10
	4
	5


已知生产每吨A产品的利润是7万元，生产每吨B产品的利润是12万元，现因条件限制，该企业仅有劳动力300个，煤360吨，并且供电局只能供电200千瓦，试问该企业生产A、B两种产品各多少吨，才能获得最大利润？

思路点拨:本题中条件较多，应分门列类列出约束条件后，再运用图解法进行求解。
解析：设生产A、B两种产品各x、y吨，利润为z万元

则
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[image: image163.wmf]712
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作出可行域，如图所示， 

[image: image164.jpg]Ox4dy-360=0




作出在一组平行直线7x+12y=t（t为参数）中经过可行域内的点和原点距离最远的直线，

此直线经过点M（20，24）

故z的最优解为（20，24），z的最大值为7×20+12×24=428（万元）。

总结升华：简单线性规划问题就是求线性目标函数在线性约束条件下的最优解，无论此类题目是以什么实际问题提出，其求解的格式与步骤是不变的：

（1）寻找线性约束条件，线性目标函数；

（2）由二元一次不等式表示的平面区域做出可行域；

（3）在可行域内求目标函数的最优解

举一反三：
【变式1】家具公司制作木质的书桌和椅子，需要木工和漆工两道工序，已知木工平均四个小时做一把椅子，八个小时做一张书桌，该公司每星期木工最多有8000个工作时；漆工平均两小时漆一把椅子、一小时漆一张书桌，该公司每星期漆工最多有1300个工作时，又已知制作一把椅子和一张书桌的利润分别是15元和20元，试根据以上条件，问怎样安排生产能获得最大利润?

【答案】设制作x把椅子，y张桌子约束条件：
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目标函数：z=15x+20y.

如图：目标函数经过A点时，z取得最大值
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∴ 当x=200, y=900时，zmax=15×200+20×900=21000(元)
答：安排生产200把椅子，900张桌子时，利润最大为21000元。

【变式2】某厂生产甲、乙两种产品，生产甲种产品每件要消耗煤9吨，电力4千瓦，使用劳动力3个，获利7000元：生产乙种产品每件要消耗煤4吨，电力5千瓦，使用劳动力10个，获利12000元。有一个生产日，这个厂可动用的煤是360吨，电力是200千瓦，劳动力是300个，问应该如何安排甲、乙两种产品的生产，才能使工厂在当日的获利最大，并问该厂当日的最大获利是多少?

【答案】设生产甲产品x件，乙产品y件  

约束条件：
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目标函数：z=7000x+12000y

如图：目标函数经过A点时，z取得最大值 
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， 即A（20，24）

∴ 当x=20, y=24时，zmax=7000×20+12000×24=428000（元）。

答：安排甲产品20件，乙产品24件时，利润最大为428000元。

【变式3】某运输公司有7辆载重量为6 t的A型卡车与4辆载重量为10 t的B型卡车，9名驾驶员，在建筑某段高速公路中，此公司承担了每天至少搬运360 t沥青的任务，已知每辆卡车每天往返的次数为A型卡车8次，B型卡车6次，每辆卡车每天往返的成本费为A型卡车160元，B型卡车252元，每天派出A型车与B型车各多少辆，才能使公司所花的成本费最低？

【答案】设派出A型车x辆，B型车y辆，所花成本费为z=160x+252y，且x、y满足给条件如：
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，即
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如图所示，作出不等式表示的区域，
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作直线
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作直线
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的平行线
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当直线
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经过可行域内A点时，
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l

纵截距最小，

可得A点坐标为
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∵z=160x+252y，∴
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，式中
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z

代表该直线的纵截距b，

而直线
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的纵截距b取最小值时，z也取得最小值，

即
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过
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时，
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但此时
[image: image189.wmf]2

5

yN

=Ï

，

∴z=1220.8到不到，即它不是可行解，调整x、y的值，

当x=5，y=2时，点
[image: image190.wmf]'(5,2)

A

在直线4x+5y=30上，且在可行域内符合x、y要求。

∴派5辆A型车，2辆B型车时，成本费用最低，

即zmin=160×5+2×252=1304（元）
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