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第二章  数列
2.1  数列的概念与简单表示法
自主探究学习
理解数列及其有关概念，了解数列和函数之间的关系；了解数列的通项公式，并会用通项公式写出数列的任意一项；对于比较简单的数列，会根据其前几项写出它的个通项公式.了解数列的递推公式，明确递推公式与通项公式的异同；会根据数列的递推公式写出数列的前几项.
⒈ 数列的定义：按一定次序排列的一列数叫做数列.
⒉ 数列的项：数列中的每一个数都叫做这个数列的项. 各项依次叫做这个数列的第1项（或首项），第2项，…，第n 项，….
⒊数列的一般形式：
[image: image1.wmf]L
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，或简记为
[image: image2.wmf]{
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，其中
[image: image3.wmf]n

a

是数列的第n项
⒋ 数列的通项公式：如果数列
[image: image4.wmf]{

}

n

a

的第n项
[image: image5.wmf]n

a

与n之间的关系可以用一个公式来表示，那么这个公式就叫做这个数列的通项公式.
5.数列与函数的关系
数列可以看成以正整数集N*（或它的有限子集{1，2，3，…，n}）为定义域的函数
[image: image6.wmf]()
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，当自变量从小到大依次取值时对应的一列函数值.反过来，对于函数y=f(x),如果f(i)（i=1，2，3，4…）有意义，那么我们可以得到一个数列f(1)、 f(2)、 f(3)、 f(4)…，f(n)，…
6．数列的分类：
（1）根据数列项数的多少分：
有穷数列：项数有限的数列.例如数列1，2，3，4，5，6.是有穷数列
无穷数列：项数无限的数列.例如数列1，2，3，4，5，6…是无穷数列
（2）根据数列项的大小分：
递增数列：从第2项起，每一项都不小于它的前一项的数列.
递减数列：从第2项起，每一项都不大于它的前一项的数列.
常数数列：各项相等的数列.
摆动数列：从第2项起，有些项大于它的前一项，有些项小于它的前一项的数列
7. 递推公式：如果已知数列
[image: image7.wmf]{
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的第1项（或前几项），且任一项
[image: image8.wmf]n
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与它的前一项
[image: image9.wmf]1
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（或前n项）间的关系可以用一个公式来表示，那么这个公式就叫做这个数列的递推公式.递推公式也是给出数列的一种方法.
名师要点解析 
要点导学
（1）数列的数是按一定次序排列的，因此，如果组成两个数列的数相同而排列次序不同，那么它们就是不同的数列；
（2）定义中并没有规定数列中的数必须不同，因此，同一个数在数列中可以重复出现.
（3）并不是所有数列都能写出其通项公式.
（4）一个数列的通项公式有时是不唯一的，如数列：1，0，1，0，1，0，…它的通项公式可以是
[image: image10.wmf]2
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（5）通项公式反映的是项与项数之间的关系，而递推公式反映的是相邻两项（或n项）之间的关系
【经典例题】
【例1】根据下面数列的前几项的值，写出数列的一个通项公式：
(1) 3, 5, 9, 17, 33,…；     (2) 
[image: image12.wmf]3
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, 
[image: image13.wmf]15
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[image: image14.wmf]35
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[image: image15.wmf]63
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[image: image16.wmf]99
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, …；
  (3) 0, 1, 0, 1, 0, 1,…；     (4) 1, 3, 3, 5, 5, 7, 7, 9, 9, …；
(5) 2, －6, 12, －20, 30, －42,….
【分析】仔细观察，找出项数n与数列的项an的关系.
  【解】(1) 
[image: image17.wmf]n
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＝2n＋1；  (2) 
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[image: image20.wmf]n
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(4) 将数列变形为1＋0, 2＋1, 3＋0, 4＋1, 5＋0, 6＋1, 7＋0, 8＋1, …, 

∴
[image: image22.wmf]n
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(5) 将数列变形为1×2, －2×3, 3×4, －4×5, 5×6,…，
∴ 
[image: image24.wmf]n
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[image: image25.wmf]1
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n(n＋1).
【点拨】找出项数n与数列的项an的关系后，再回代几个特殊值检验，确保正确.
【例2】已知
[image: image26.wmf]2
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 写出前5项，并猜想
[image: image28.wmf]n
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  【分析】令n=1,n=2,n=3,n=4,分别代人递推关系式，即可求出前5项，再找项数n与数列的项an的关系.
【解】解法一：
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[image: image32.wmf]n

n

a

2

=

.
解法二：由
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【点拨】递推公式也是给出数列的一种方法.
2.2 等差数列
自主探究学习
了解公差的概念，明确一个数列是等差数列的限定条件，能根据定义判断一个数列是等差数列; 正确认识使用等差数列的各种表示法，能灵活运用通项公式求等差数列的首项、公差、项数、指定的项.
1.等差数列定义：一般地，如果一个数列从第
[image: image38.wmf]2

项起，每一项与它的前一项的差等于同一个常数，那么这个数列就叫等差数列，这个常数叫做等差数列的公差，公差通常用字母
[image: image39.wmf]d

表示.用递推公式表示为
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2.等差数列的通项公式：
[image: image42.wmf]1
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说明：等差数列（通常可称为
[image: image43.wmf]A



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image44.wmf]P

数列）的单调性：
[image: image45.wmf]d



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image46.wmf]0
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为递增数列，
[image: image47.wmf]0
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为常数列，
[image: image48.wmf]0
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 为递减数列.
3.等差中项的概念：如果
[image: image49.wmf]a

，
[image: image50.wmf]A

，
[image: image51.wmf]b

成等差数列，那么
[image: image52.wmf]A

叫做
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[image: image54.wmf]b

的等差中项.其中
[image: image55.wmf]2
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 4. 
[image: image56.wmf]a

，
[image: image57.wmf]A

，
[image: image58.wmf]b

成等差数列
[image: image59.wmf]Û
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名师要点解析 
要点导学
1.通项公式的变形：①

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image61.wmf](

)

nm

aanmd

=+-

；②

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image62.wmf](

)

1

1

n

aand

=--

；③

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image63.wmf]1

1

n

aa

d

n

-

=

-

；
④

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image64.wmf]1

1

n

aa

n

d

-

=+

；⑤

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image65.wmf]nm

aa

d

nm

-

=

-

．
2.公差d的变形公式
（1）d=
[image: image66.wmf]n
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3. 在等差数列中，若m+n=p+q，(m, n, p, q ∈N )，则，
[image: image70.wmf]q
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即  m+n=p+q 
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【经典例题】
【例1】(1)求等差数列3，7，11，……的第4项与第10项.
(2)100是不是等差数列2，9，16，……的项？如果是，是第几项？如果不是，说明理由.
【分析】（1）根据所给数列的前3项求得首项和公差，写出该数列的通项公式，从而求出所求项.（2）要想判断一数是否为某一数列的其中一项，则关键是要看是否存在一正整数n值，使得
[image: image73.wmf]n

a

等于这一数.
【解】（1）根据题意可知：
[image: image74.wmf]1

a

=3,d=7－3=4.∴该数列的通项公式为：
[image: image75.wmf]n
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=3+（n－1）×4,即
[image: image76.wmf]n
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[image: image77.wmf]4
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[image: image78.wmf]10
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=4×10－1=39.
（2）根据题意可得：
[image: image79.wmf]1

a

=2,d=9－2=7.  ∴此数列通项公式为：
[image: image80.wmf]n

a

=2+（n－1）×7=7n－5.
令7n－5=100,解得：n=15,    ∴100是这个数列的第15项.
【点拨】（1）关键是求出通项公式；（2）关键是求出正整数n，如果求出的是负数，则不是数列中的项.
【例2】  在等差数列{
[image: image81.wmf]n
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}中，若
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【分析】要求一个数列的某项，通常情况下是先求其通项公式，而要求通项公式，必须知道这个数列中的至少一项和公差，或者知道这个数列的任意两项（知道任意两项就知道公差），本题中，只已知一项，和另一个双项关系式， 可用变形公式：
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【解】∵ {an }是等差数列，

  ∴ 
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 EMBED Equation.3  [image: image93.wmf]3
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  ∴ d=
[image: image95.wmf]4
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  ∴ 
[image: image97.wmf]9
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[image: image98.wmf]4

a
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  ∴  
[image: image99.wmf]3
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[image: image100.wmf]9
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【点拨】本题也可以设首项和公差，解方程组求出
[image: image101.wmf]1

a

和d，从而得解.
2.3 等差数列的前n项和
自主探究学习
理解等差数列前n项和公式及其推导过程；会用等差数列的前n项和公式解决一些简单的与前n项和有关的问题，了解等差数列的一些性质，并会用它们解决一些相关问题；会利用等差数列通项公式与前 [image: image102.png]


项和的公式研究 [image: image103.png]


的最值；
1．等差数列的前
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项和公式①：
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2． 等差数列的前
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项和公式②：
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名师要点解析 要点导学
1.由
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的定义可知，当n=1时，
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2一般地，如果一个数列
[image: image116.wmf]{

}

,

n

a

的前n项和为
[image: image117.wmf]2

n

Spnqn

=+

，其中p，q为常数，那么这个数列一定是等差数列.
3．前n项和为
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4. 为减少运算量，要注意设元的技巧，如奇数个数成等差，可设为…，
[image: image122.wmf]2,,,,2
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…（公差为
[image: image123.wmf]d

）；偶数个数成等差，可设为…，
[image: image124.wmf]3,,,3
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,…（公差为2
[image: image125.wmf]d

）
5．差数列前项和的最值问题有两种方法:

（1）当
[image: image126.wmf]n
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>0，d<0，前n项和有最大值.可由
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[image: image128.wmf]1

+

n

a

≤0，求得n的值；
当
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（2）由
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6．等差数列
[image: image133.wmf]{}
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项的和构成的数列
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仍为等差数列. 
【经典例题】
【例1】已知等差数列{
[image: image136.wmf]n
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}中，
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【分析】先求出数列的通项，再根据当
[image: image141.wmf]n

a

>0，d<0，前n项和有最大值，可由
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【解】解法一：设公差为d，由
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 得  6.5 ≤ n ≤7.5.
所以 n = 7时,
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解法二: 由解法1得 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image156.wmf]2
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∴  当n = 7时，
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【点拨】一般地，对于等差数列，① 当a1> 0，d < 0时，等差数列的前n项和有最大值，可由
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求得n的值;② 当a1< 0，d > 0时，等差数列的前n项和有最小值. 可由
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求得n的值.
【例2】一个等差数列的前12项之和为354，前12项中偶数项与奇数项之比为32：27，求公差.
【分析】直接用等差数列的前n项和公式代人求解.
  【解】：设首项为
[image: image161.wmf]1
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，公差为
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 解得
[image: image164.wmf]5
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  【点拨】用等差数列的前n项和公式时，应注意项数是多少，公差是什么.
2.2 等比数列
自主探究学习
掌握等比数列的定义；理解等比数列的通项公式及推导；能应用等比数列的定义及通项公式解决有关问题；深刻理解等比中项概念；熟悉等比数列的有关性质，并了解判断数列是否成等比数列的方法
1．等比数列：一般地，如果一个数列从第二项起，每一项与它的前一项的比等于同一个常数，那么这个数列就叫做等比数列.这个常数叫做等比数列的公比；公比通常用字母q表示（q≠0），即：
[image: image165.wmf]1
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2. 等比数列的通项公式1: 
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3. 等比中项：如果在a与b中间插入一个数G，使a,G，b成等比数列，那么称这个数G为a与b的等比中项.  即G=±
[image: image167.wmf]ab

（a,b同号）
如果在a与b中间插入一个数G，使a,G，b成等比数列，则
[image: image168.wmf]ab
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反之，若G
[image: image169.wmf]2
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[image: image170.wmf]G
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，即a,G,b成等比数列.∴a,G,b成等比数列
[image: image171.wmf]Û

G
[image: image172.wmf]2

=ab（a·b≠0）
名师要点解析
 要点导学
1.对等比数列定义的理解
  （1）“从第二项起”与“前一项”之比为常数(q) ，｛
[image: image173.wmf]n
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｝成等比数列
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 EMBED Equation.3  [image: image175.wmf]n
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（2） 隐含有任一项
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≠0”是数列｛
[image: image179.wmf]n
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｝成等比数列的必要非充分条件．
（3）q= 1时，{an}为常数数列.
2.等比数列的通项公式
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3．既是等差又是等比数列的数列：非零常数列
4. 等比数列｛
[image: image183.wmf]n
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｝的通项公式
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,它的图象是分布在曲线
[image: image185.wmf]1

x

a

yq

q

=

（q>0）上的一些孤立的点.
（1）当
[image: image186.wmf]1
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，q >1时，等比数列｛
[image: image187.wmf]n
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（2）当
[image: image188.wmf]1
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，等比数列｛
[image: image190.wmf]n
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（3）当
[image: image191.wmf]1
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时，等比数列｛
[image: image193.wmf]n

a

｝是递减数列；
（4）当
[image: image194.wmf]1
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，q >1时，等比数列｛
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（5）当
[image: image196.wmf]0
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时，等比数列｛
[image: image199.wmf]n
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5. 在等比数列中，若m+n=p+q，(m, n, p, q ∈N )，则
[image: image200.wmf]q
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6.若
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[image: image203.wmf]n
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}也是等比数列.
【经典例题】
【例1】等比数列
[image: image204.wmf]}
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【分析】设出等比数列的首项和公比后，列方程求解，也可以用等比数列的性质.
【解】解法一：设等比数列首项为
[image: image208.wmf]1
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，公比为q，则
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image210.wmf]2372
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解法二：
[image: image211.wmf]22
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将两式相加得 
[image: image213.wmf]2
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又因为数列
[image: image214.wmf]}
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中，各项均为正数，所以
[image: image215.wmf]8
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【点拨】用等比数列的性质计算简单一些.
【例2】 有四个数，前三个成等差，后三个成等比，首末两项和37，中间两项和36，求这四个数.
【分析】条件有前三个成等差，后三个成等比，因此，可以把前三个数设成等差数列，也可以把后三个数设成等比数列，再列方程求解.
【解】解法一：按前三个数成等差可设四个数为：a－d,a,a＋d,[image: image216.png](a+d)*
=



，由已知得：
[image: image217.png]gl
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解法二：按后三个数成等比可设四个数为2a－aq,a,aq,aq2，
由已知得：
[image: image218.png]2a- =
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故四个数为12，16，20，25或
[image: image219.wmf]99816349
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.
【点拨】设法不同，计算的难易不同，因此要注意设元的方法.
2.4等比数列的前n项和
自主探究学习
理解等比数列的前n项和公式及公式证明思路；会用等比数列的通项公式和前n项和公式解决有关等比数列的
[image: image220.wmf]q
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中知道三个数求另外两个数的一些简单问题.会用等比数列的前n项和公式解决有关等比数列的一些简单问题。
等比数列
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名师要点解析 
要点导学
1. 等比数列的前n项和公式的推导
方法二：
有等比数列的定义，
[image: image224.wmf]q
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即 
[image: image226.wmf]q

a

S

a

S

n

n

n

=

-

-

1



 EMBED Equation.3  [image: image227.wmf]Þ
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方法三：
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当q=1时，
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2. 若数列
[image: image243.wmf]{

}

n

a

是等比数列，
[image: image244.wmf]n

S
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3. 等比数列中，
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4.数列求和的常用方法：
（1） 公式法：①等差数列求和公式；②等比数列求和公式，特别地：运用等比数列求和公式，务必检查其公比与1的关系，必要时需分类讨论.；③常用公式：
[image: image250.wmf]1
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（2）分组求和法：在直接运用公式法求和有困难时，常将“和式”中“同类项”先合并在一起，再运用公式法求和. 如求和：
[image: image253.wmf]1357(1)(21)
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（3）倒序相加法：若和式中到首尾距离相等的两项和有其共性或数列的通项与组合数相关联，则常可考虑选用倒序相加法，发挥其共性的作用求和（这也是等差数列前
[image: image254.wmf]n

和公式的推导方法）.如 已知
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（4）错位相减法：如果数列的通项是由一个等差数列的通项与一个等比数列的通项相乘构成，那么常选用错位相减法（这也是等比数列前
[image: image257.wmf]n

和公式的推导方法）. 如 设
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的首项和公比；②求数列
[image: image263.wmf]{}
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的通项公式.；
（5）裂项相消法：如果数列的通项可“分裂成两项差”的形式，且相邻项分裂后相关联，那么常选用裂项相消法求和.常用裂项形式有：①
[image: image264.wmf]111
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【经典例题】
【例1】设首项为正数的等比数列，它的前n项和为80，前2n项和为6560，且前n项中数值最大的项为54，求此数列的首项和公比q.
【分析】用等比数列的前n项和公式代人求解.
【解】设等比数列｛an｝的前n项和为Sn.
依题意，设a1＞0，Sn=80 ，S2n=6560，     

 ∵ S2n≠2Sn , ∴ q≠1.
从而 
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两式相除得1+qn=82 ，即qn=81.
∴ a1=q-1＞0 即q＞1,从而等比数列｛an｝为递增数列，故前n项中数值最大的项为第n项.
∴ a1qn-1=54,从而(q-1)qn-1=qn-qn-1=54 .         

∴ qn-1=81-54=27 .
∴ q=
[image: image268.wmf]1
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∴ a1=q-1=2.
故此数列的首为2，公比为3.
【点拨】注意本题中公比不等于1，且数列为递增数列.
【例2】设数列
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【分析】用错位相减法，和式两边同乘公比，两式错位相减.
 【解】
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      当
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      当
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【点拨】如果数列的通项是由一个等差数列的通项与一个等比数列的通项相乘构成，那么常选用错位相减法，解题时注意讨论公比是否等于1.
作    者  叶建华 孙海峰

责任编辑  庞保军
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