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《等差数列》典型例题透析
类型一：直接利用等差数列的定义、公式求解
例1.（1）求等差数列3，7，11，……的第11项. 

（2）100是不是等差数列2，9，16，……的项？如果是，是第几项？如果不是，说明理由.

思路点拨:（1）根据所给数列的前2项求得首项和公差，写出该数列的通项公式，从而求出所求项；（2）题中要想判断一数是否为某一数列的其中一项，关键是要看是否存在一正整数
[image: image1.wmf]n

值，使得
[image: image2.wmf]n

a

等于这一数.

解析：
（1）根据题意可知：
[image: image3.wmf]1

3

a

=

,
[image: image4.wmf]734

d

=-=

.

∴该数列的通项公式为：
[image: image5.wmf]34(1)41

n

ann

=+-=-

（
[image: image6.wmf]1

n

³

,
[image: image7.wmf]nN

+

Î

）

∴
[image: image8.wmf]11

34(111)43

a

=+-=

.

（2）根据题意可得：
[image: image9.wmf]1

2

a

=

,
[image: image10.wmf]927

d

=-=

.  

∴此数列通项公式为：
[image: image11.wmf]27(1)75

n

ann

=+-=-

（
[image: image12.wmf]1

n

³

,
[image: image13.wmf]nN

+

Î

）.

令
[image: image14.wmf]75100

n

-=

,解得：
[image: image15.wmf]15

n

=

,    
∴100是这个数列的第15项.

总结升华：
1.根据所给数列的前2项求得首项
[image: image16.wmf]1

a

和公差
[image: image17.wmf]d

，写出通项公式
[image: image18.wmf]n

a

. 

2.要注意解题步骤的规范性与准确性.
举一反三：

【变式1】求等差数列8，5，2…的第21项
【答案】由
[image: image19.wmf]1

8

a

=

，
[image: image20.wmf]58253

d

=-=-=-

，∴
[image: image21.wmf]21

8(211)(3)52

a

=+-´-=-

.
【变式2】－20是不是等差数列0，
[image: image22.wmf]7

2

-

，－7，……的项？如果是，是第几项？如果不是，说明理由.

【答案】由题意可知：
[image: image23.wmf]1

0

a

=

,
[image: image24.wmf]7

2

d

=-

，∴此数列的通项公式为：
[image: image25.wmf]77

22

n

an

=-+

,

令
[image: image26.wmf]77

20

22

n

-=-+

,解得
[image: image27.wmf]47

7

nN

=Ï

，所以－20不是这个数列的项.
【变式3】求集合
[image: image28.wmf]*

{|7,,100}

MmmnnNm

==Î<

的元素的个数，并求这些元素的和
【答案】∵
[image: image29.wmf]7100

n

<

， ∴
[image: image30.wmf]2

14

7

n

<

， ∵
[image: image31.wmf]*

nN

Î

，∴
[image: image32.wmf]M

中有14个元素符合条件，

又∵满足条件的数7，14，21，…，98成等差数列，即
[image: image33.wmf]1

7

a

=

，
[image: image34.wmf]7

d

=

，
[image: image35.wmf]14

98

a

=

， 

∴
[image: image36.wmf]735
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.
类型二：根据公式列方程（组）求解
例2．已知等差数列
[image: image37.wmf]{}

n

a

中，
[image: image38.wmf]15

33

a

=

，
[image: image39.wmf]45

153

a

=

，试问217是否为此数列的项？若是，说明是第几项？若不是，说明理由。

思路点拨:由于在条件中已知两项的值（两个等式），所以在求解方法上，可以考虑运用方程思想求解基本量首项
[image: image40.wmf]1

a

和公差
[image: image41.wmf]d

，也可以利用性质求
[image: image42.wmf]d

，再就是考虑运用等差数列的几何意义。
解析：
方法一：由通项公式得：
[image: image43.wmf]151

451

1433

44153

aad

aad
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ì
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，解得
[image: image44.wmf]1
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a

d
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，

       ∴
[image: image45.wmf]234(1)427

n
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=-+-=-

（
[image: image46.wmf]1

n
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,
[image: image47.wmf]nN

+

Î

）, 
       ∴
[image: image48.wmf]217427

n

=-

,解得
[image: image49.wmf]61

n
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.

方法二：由等差数列性质，得
[image: image50.wmf]4515

30

aad

-=

,即
[image: image51.wmf]1533330

d

-=

，解得
[image: image52.wmf]4

d

=

, 

    ∴
[image: image53.wmf]15

4(15)

n

aan

=+-

，  ∴
[image: image54.wmf]217334(15)

n

=+-

,解得
[image: image55.wmf]61

n

=

.

方法三：由等差数列的几何意义可知，等差数列是一些共线的点，

    ∵点
[image: image56.wmf](15,33)

P

、
[image: image57.wmf](45,153)

Q

、
[image: image58.wmf](,217)

Rn

在同一条直线上，

    ∴ 
[image: image59.wmf]45

153

217

15

45

33
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n

，解得
[image: image60.wmf]61

n

=

。

总结升华：
1. 等差数列的关键是首项
[image: image61.wmf]1

a

与公差
[image: image62.wmf]d

；五个基本量
[image: image63.wmf]1

a

、
[image: image64.wmf]n

、
[image: image65.wmf]d

、
[image: image66.wmf]n

a

、
[image: image67.wmf]n

S

中，已知三个基本量便可求出其余两个量；

2.列方程（组）求等差数列的首项
[image: image68.wmf]1

a

和公差
[image: image69.wmf]d

，再求出
[image: image70.wmf]n

a

、
[image: image71.wmf]n

S

，是数列中的基本方法.
举一反三：

【变式1】等差数列-10，-6，-2，2，…前多少项的和是54？
【答案】设题中的等差数列为
[image: image72.wmf]{}

n

a

，前n项为
[image: image73.wmf]n

S

，则
[image: image74.wmf]1

10

a

=-

，
[image: image75.wmf]4

d

=

，
[image: image76.wmf]54

n

S

=

，

由公式可得
[image: image77.wmf](1)

10454
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-+´=

，解之得：
[image: image78.wmf]1

9

n

=

，
[image: image79.wmf]2

3

n

=-

（舍去）

∴等差数列-10，-6，-2，2…前9项的和是54。
【变式2】等差数列
[image: image80.wmf]{}

n

a

中, 
[image: image81.wmf]4

d

=

, 
[image: image82.wmf]18

n

a

=

, 
[image: image83.wmf]48

n

S

=

,求
[image: image84.wmf]1

a

的值.
【答案】
[image: image85.wmf]1
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即
[image: image86.wmf]1
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，
解得：
[image: image87.wmf]1

6
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或
[image: image88.wmf]1

2

6

a

n
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ì
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.

【变式3】已知等差数列
[image: image89.wmf]{}

n

a

，
[image: image90.wmf]3

5

4

a

=

，
[image: image91.wmf]7

3

4

a

=-

，则
[image: image92.wmf]15

a

=        。
【答案】
方法一：设数列
[image: image93.wmf]{}

n

a

首项为
[image: image94.wmf]1

a

,公差为
[image: image95.wmf]d

，则


[image: image96.wmf]ï
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， 解得
[image: image97.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

=

4

9

2

1

1

a

d

，

∴
[image: image98.wmf]4
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方法二：∵
[image: image99.wmf]73

4

aad

=+

, ∴
[image: image100.wmf]35

4
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-=+

，解得：
[image: image101.wmf]2
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 ∴
[image: image102.wmf]4
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方法三：∵
[image: image103.wmf]{}

n

a

为等差数列，∴
[image: image104.wmf]3

a

,
[image: image105.wmf]7

a

,
[image: image106.wmf]11

a

,
[image: image107.wmf]15

a

，…，也成新的等差数列，

        由
[image: image108.wmf]3

5

4

a

=

，
[image: image109.wmf]7

3

4

a

=-

知上述新数列首项为
[image: image110.wmf]4

5

，公差为-2

       ∴ 
[image: image111.wmf]15

519

(41)(2)

44

a
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.
类型三：等差数列的判断与证明
例3.已知数列
[image: image112.wmf]{}

n

a

的前n项和为
[image: image113.wmf]2

43

n

Snn

=+

，求证：数列
[image: image114.wmf]{}

n

a

为等差数列.

思路点拨:由等差数列的定义，要判定
[image: image115.wmf]{}

n

a

是不是等差数列，只要看
[image: image116.wmf]1

-

-

n

n

a

a

（
[image: image117.wmf]2

n

³

）是不是一个与
[image: image118.wmf]n

无关的常数。

解析：当
[image: image119.wmf]2

n

³

时
[image: image120.wmf]22

1

(43)[4(1)3(1)]81
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当
[image: image121.wmf]1
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=

时，
[image: image122.wmf]11
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，

∴
[image: image123.wmf]81

n
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（
[image: image124.wmf]*

nN
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）
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[image: image125.wmf]1

(81)[8(1)1]8
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-

-=----=

（为与
[image: image126.wmf]n

无关常数）

∴数列
[image: image127.wmf]{}

n

a

为等差数列

总结升华： 

1. 定义法和等差中项法是证明等差数列的常用方法.

2. 一般地，如果一个数列
[image: image128.wmf]{}

n

a

的前
[image: image129.wmf]n

项和为
[image: image130.wmf]2

n

Spnqnr

=++

，其中
[image: image131.wmf]p

、
[image: image132.wmf]q

、
[image: image133.wmf]r

为常数，且
[image: image134.wmf]0

p

¹

，那么当常数项
[image: image135.wmf]0

r

=

时，这个数列一定是等差数列；当常数项
[image: image136.wmf]0

r

¹

时，这个数列不是等差数列，但从第二项开始的新数列是等差数列.

举一反三：

【变式1】已知数列
[image: image137.wmf]{}

n

a

的通项公式
[image: image138.wmf]q

pn

a

n

+

=

，其中
[image: image139.wmf]p

、
[image: image140.wmf]q

是常数，那么这个数列是否一定是等差数列？若是，首项与公差分别是什么？
【答案】当
[image: image141.wmf]2

n

³

时, 
[image: image142.wmf]]
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 EMBED Equation.3  [image: image143.wmf]p

q

p

pn

q

pn

=

+

-

-

+

=

)

(

（为常数）

∴
[image: image144.wmf]{}

n

a

是等差数列，首项
[image: image145.wmf]q

p

a

+
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1

，公差为
[image: image146.wmf]p

.
【变式2】已知数列
[image: image147.wmf]{}

n

a

中，
[image: image148.wmf]1

1

a

=

，
[image: image149.wmf]1
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（
[image: image150.wmf]*

nN

Î

），求证：
[image: image151.wmf]1

{}
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a

是等差数列。

证明：∵
[image: image152.wmf]1
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，∴
[image: image153.wmf]1
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∴
[image: image154.wmf]1
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，∴
[image: image155.wmf]1
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是公差为
[image: image156.wmf]1

2

的等差数列。
类型四：利用等差数列的性质
例4. 已知等差数列
[image: image157.wmf]}

{

n

a

中，若
[image: image158.wmf]3813
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++=

,
[image: image159.wmf]3813
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,求
[image: image160.wmf]}
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a

的通项公式。

思路点拨:可以直接列方程组求解
[image: image161.wmf]1

a

和
[image: image162.wmf]d

；同时留意到脚标
[image: image163.wmf]31382

+=´

，可以用性质：当
[image: image164.wmf]2
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时
[image: image165.wmf]2
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解题.

解析：∵
[image: image166.wmf]3138
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，∴
[image: image167.wmf]38138
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即
[image: image168.wmf]8
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代入已知，有
[image: image169.wmf]î
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,解得
[image: image170.wmf]î
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或
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当
[image: image172.wmf]3
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[image: image175.wmf]5
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当
[image: image176.wmf]3
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,
[image: image177.wmf]13
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时，
[image: image178.wmf]133
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, ∴
[image: image179.wmf]5
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总结升华：利用等差数列的性质解题，往往比较简捷.

举一反三：

【变式1】在等差数列
[image: image180.wmf]}
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n

a

中，
[image: image181.wmf]28
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aa

+=

，则
[image: image182.wmf]5

a

=        
【答案】9

【变式2】在等差数列
[image: image183.wmf]}
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中，
[image: image184.wmf]25811
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+++=

，则
[image: image185.wmf]67
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=       
【答案】10

【变式3】在等差数列
[image: image186.wmf]}
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a

中，若
[image: image187.wmf]16
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,
[image: image188.wmf]4
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, 则
[image: image189.wmf]3
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【答案】∵
[image: image191.wmf]1643
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，
[image: image192.wmf]4
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[image: image193.wmf]34
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   ∴
[image: image194.wmf]43
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，∴
[image: image195.wmf]94
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.
例5．等差数列
[image: image196.wmf]}
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前m项和为30，前2m项和为100，求它的前3m项和.
思路点拨:利用等差数列的前n项和公式
[image: image197.wmf]d
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求解；或利用性质：“等差数列的连续10项和构成一个新的等差数列”和等差中项求解；或利用相关的函数（
[image: image198.wmf]2
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SAnBn
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）等知识求解。

解析：
方法一：利用等差数列的前n项和公式
[image: image199.wmf]d
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求解。

由已知得
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∴
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方法二：利用等差数列前n项和公式
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及性质
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,则
[image: image205.wmf]mnpq

aaaa

+=+

求解。

由已知得
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由(3)-(2)及(2)-(1)结合(4), 得S3m=210.

方法三：根据性质：“已知{an}成等差数列，则Sn,S2n-Sn, S3n-S2n,……,Skn-S(k-1)n,……(k≥2)成等差数列”解题。

由上述性质，知Sm,S2m-Sm,S3m-S2m成等差数列。

∴Sm+(S3m-S2m)=2(S2m-Sm), ∴ S3m=3(S2m-Sm)=210.

方法四：由
[image: image207.wmf]d
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的变形式解题，由上式知，
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∴数列
[image: image209.wmf]}

{

n

S

n

也成等差数列，即
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，又Sm=30, S2m=100, ∴S3m=210.

方法五：∵{an}为等差数列， ∴设
[image: image212.wmf]2
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∴Sm=am2+bm=30,S2m=4m2a+2mb=100, 得
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∴S3m=9m2a+3mb=210.
举一反三：

【变式1】等差数列{an}中，若a1+a2+a3+a4+a5=30, a6+a7+a8+a9+a10=80, 则a11+a12+a13+a14+a15=___________.
【答案】比较对应项可知后一段中每一项总比前段每一项多5d，故后一段和比前一段和多25d，故三段依然构成等差数列，故由等差中项公式可知:a11+a12+a13+a14+a15=2×80-30=130.
【变式2】等差数列{an}中，Sm=Sn且m≠n, 则Sm+n=_________.
【答案】
方法一：数列{an}成等差数列的充要条件是Sn=an2+bn（其中a，b为常数），

故有
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(2)-(1)得a(m2-n2)+b(m-n)=0,
∵m≠n, ∴a(m+n)+b=0,
∴Sm+n=a(m+n)2+b(m+n)=(m+n)[a(m+n)+b]=0.

方法二:
从等差数列Sn=an2+bn去认识它是函数S(x)=ax2+bx图象上的点，
∵Sm=Sn,∴函数图象对称轴为
[image: image216.wmf]2
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故Sm+n=S(0)=a·02＋b·0=0.
【变式3】等差数列
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前10项和为100，前20项和为10，求它的前30项和.

【答案】
方法一：
由已知，得
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方法二：
等差数列
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方法三：等差数列
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例6．已知两等差数列
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思路点拨:利用前
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项和公式与性质
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解析：
方法一：∵
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方法二：由
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方法三：由题设，令等差数列前
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总结升华：依据等差数列的性质
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举一反三：

【变式1】等差数列
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中，若
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【答案】由
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【变式2】已知两等差数列
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【答案】
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例7．已知三个数成等差数列，其和为15，其平方和为83，求此三个数。

解析：设这三个数分别为
[image: image279.wmf]xd
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    ∴所求三个数分别为3，5，7或7，5，3。

总结升华：

1. 三个数成等差数列时，可设其分别为
[image: image285.wmf]xd
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；若四个数成等差数列，可设其分别为
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2．注意：3，5，7与7，5，3是两个不同的等差数列，因此都满足题目要求，不能舍掉其中一个的。
举一反三：

【变式】已知四个数成等差数列，且其平方和为94，首尾两数之积比中间两数之积少18，求此四个数。
【答案】-1，2，5，8或8，5，2，-1或-8，-5，-2，1或1，-2，-5，-8

类型五：等差数列前
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项和的最值问题
例8．已知数列
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思路点拨:：要研究一个等差数列的前
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项和的最值问题，有两个基本途径：其一是利用
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解析：
方法一：∵
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方法二：要使
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解得
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总结升华：
对等差数列前项和的最值问题有两种方法:

1. 利用
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2. 利用
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举一反三：

【变式】设等差数列
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（1）求公差
[image: image343.wmf]d

的取值范围；

（2）指出
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【答案】
（1）依题意，有
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（2）法一:由
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设存在自然数
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