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正弦定理、余弦定理

目标认知

学习目标：
1. 使学生掌握正弦、余弦定理的推导过程，能初步运用正弦、余弦定理解斜三角形；

2.熟记正弦、余弦定理及其变形形式；

3. 通过正弦、余弦定理的推导体现数形结合的思想、分类讨论的思想。          

重点：正、余弦定理的推导及应用。
难点：正、余弦定理的向量证明，两个定理的综合运用。
知识要点梳理

知识点一：初中的三角知识
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中
（1）一般约定：
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中角A、B、C所对的边分别为
[image: image3.wmf]a

、
[image: image4.wmf]b

、
[image: image5.wmf]c
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（2）
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；
（3）大边对大角，大角对大边，即
[image: image7.wmf]BCbc

>Û>

；
     等边对等角，等角对等边，即
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；

（4）两边之和大于第三边，两边之差小于第三边，即
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，
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（1）
[image: image13.wmf]0

90

BA

+=

，
（2）
[image: image14.wmf]222

abc

+=


（3）
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知识点二：正弦定理
正弦定理：在一个三角形中各边和它所对角的正弦比相等，即：
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（一）直角三角形中的正弦定理的推导
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证明：
[image: image22.wmf]sin

a

A

c

=

，  
[image: image23.wmf]sin

b

B

c

=

，  
[image: image24.wmf]sin1

C

=

，
即：
[image: image25.wmf]sin

a

c

A

=

，
[image: image26.wmf]sin

b

c

B

=

，
[image: image27.wmf]sin

c

c

C

=

， 
∴
[image: image28.wmf]sinsinsin

abc

ABC

==

．
（二）斜三角形中的正弦定理的推导
证明：
法一：构造直角三角形
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（1）当
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为锐角三角形时
如图，作
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在
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在
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同理可证
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（2）当
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为钝角三角形时
如图，作
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在
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在
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同理可证
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法二：圆转化法
（1）当
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如图，圆O是
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的外接圆，直径为
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同理：
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故：
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（2）当
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为钝角三角形时
如图，
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法三：面积法
任意斜
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中，如图作
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同理：
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故
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两边同除以
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即得：
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法四：向量法
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（1）当
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过
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作单位向量
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两边同乘以单位向量
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同理：若过
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（2）当
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说明：
（1）正弦定理适合于任何三角形；

（2）可以证明
[image: image115.wmf]2

sinsinsin

abc

R

ABC

===

（
[image: image116.wmf]R

为
[image: image117.wmf]ABC

D

的外接圆半径）；

（3）每个等式可视为一个方程：知三求一。  

（三）利用正弦定理可以解决下列两类三角形的问题：

①已知两个角及任意—边，求其他两边和另一角；
②已知两边和其中—边的对角，求其他两个角及另一边。
知识点三：余弦定理
三角形任意一边的平方等于其他两边平方的和减去这两边与它们夹角的余弦的积的两倍。即：
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（一）余弦定理的推导

已知：
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证明：
方法一：几何法
（1）当
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如图，作
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根据勾股定理有：
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    即：
[image: image134.wmf]222

2cos

cababC

=+-

.

（2）当
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如图，作
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根据勾股定理有：
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（3）直角
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方法二：向量法
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（1）锐角
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同理可得：
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注意：
（1）推导（*）中，
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的夹角应通过平移后得到，即向量的起点应重合，因此
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（2）钝角三角形情况与锐角三角形相同。
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（3）对于直角三角形中
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方法三：解析几何方法——利用两点间距离公式

这里我们只讨论锐角三角形的情形，对于直角三角形和钝角三角形的情形的讨论相同。

如图所示建立坐标系.
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则点
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整理得到
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（二）余弦定理的变形公式：
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 （三）利用余弦定理可以解决下列两类三角形的问题：

    ①已知三角形的两条边及夹角，求第三条边及其他两个角；

    ②已知三角形的三条边，求其三个角。

知识点四：解三角形
一般地，已知三角形的某些边和角，求其他的边和角的过程叫作解三角形。

规律方法指导
1.利用正弦定理，可以解决以下两类有关三角形的问题：

（1）已知两角和任一边，求其他两边和一角；

（2）已知两边和其中一边的对角，求另一边的对角；

2.利用余弦定理，可以解决以下两类有关三角形的问题：

（1）已知三边，求三个角；

（2）已知两边和它们的夹角，求第三边和其他两个角。

3.解斜三角形的基本三角问题：

	已知条件
	解法
	解的情况

	一边和两角

（例如a,B,C)
	1．利用A+B+C=180(，求A

2．应用正弦定理求b,c
	唯一解

	两边和夹角（例如a,b,C）
	1．应用余弦定理求边c
2．应用正弦定理求a,b中较短的边所对的角（该角一定是锐角）

3．利用A+B+C=180(，求第三个角.
	唯一解


	三边

（例如a,b,c)
	法一:1、应用余弦定理先求任意两个角

2．用A+B+C=180(，求第三个角

法二:1、应用余弦定理求a,b,c中最长边所对的角

2、应用正弦定理求余下两个角中的任意一个（该角一定是锐角）

3、利用A+B+C=180(，求第三个角
	唯一解


	两边及其中
一边的对角

（例如a,b,A)
	此类问题首先要讨论解的情况

1．应用正弦定理，求另一边的对角（即角B）

2、利用A+B+C=180(，求第三个角

3、应用正弦或余弦定理求第三边
	两解、一解或无解



特别说明：

已知a，b和A，用正弦定理求B时的各种情况；

(1)若A为锐角时：
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如图：
[image: image180.png]i ; S.azb -
a<CH=bsinA a=CHz=bsinA CH=bsinA<a<b Ny -

AR (AT R RECKN AT




(2)若A为直角或钝角时：
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注意：对于求解三角形的题目，一般都可有两种思路。但要注意方法的选择，同时要注意对解的讨论，从而舍掉不合理的解。比如下面例2两种方法不同，因此从不同角度来对解进行讨论。此外，有的时候还要对边角关系（例如，大边对大角）进行讨论从而舍掉不合理的解。
4.判断三角形形状

判断三角形形状的常用方法：
(1)统一成边；
(2)统一成角；
(3)边角一起化.
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