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经典例题透析
类型一：利用正、余弦定理解三角形
例1．已知下列各三角形中的两边及其一边的对角，判断三角形解的情况。
（1）a=7，b=8，A=105°；

（2）a=10，b=20，A=80°；

（3）a=5，
[image: image244.png]


，A=30°。

思路点拨:结合三角形中大边对大角定理以及有解、无解的图形来考虑。
解析：
（1）a=7，b=8，a＜b，A=105°＞90°

∴本题无解。

（2）a=10，b=20，a＜b，A=80°＜90°

讨论如下：

∵
[image: image2.wmf]sin20sin8020sin60103

bA

=×°>×°=


∴a＜b·sinA，∴本题无解。

（3）a=5，
[image: image3.wmf]53

b

=

，a＜b，A=30°＜90°，

又∵
[image: image4.wmf]153

sin53

22

bA

=´=

，a＞bsinA

∴本题有两解。

举一反三：

【变式1】根据下列条件画图判断斜三角形解的情况。

（1）
[image: image5.wmf]15

a

=

，
[image: image6.wmf]10

b

=

，
[image: image7.wmf]0

60

A

=

；

（2）
[image: image8.wmf]40

b

=

，
[image: image9.wmf]20

c

=

，
[image: image10.wmf]0

25

C

=

；

（3）
[image: image11.wmf]11

b

=

，
[image: image12.wmf]25

a

=

，
[image: image13.wmf]0

30

B

=

；
【答案】
（1）1解；    
（2）2解；

（3）无解；由已知得：
[image: image14.wmf]25

sinsin1

22

a

AB

b

==>

；

或如图
[image: image15.wmf]sin

baB

<

，故无解。

[image: image16.png]



【变式2】在
[image: image17.wmf]ABC

D

中，若
[image: image18.wmf]23

a

=

，
[image: image19.wmf]0

30

A

=

，试讨论当
[image: image20.wmf]b

为何值时（或什么范围内）三角形有一解，两解，无解？

【答案】如图

（1）当
[image: image21.wmf]243

ba

==

或
[image: image22.wmf]23

ba

==

时，三角形有一解；

[image: image23.png]


       [image: image24.png]



（2）当
[image: image25.wmf]243

ba

>=

时，三角形无解；

[image: image26.png]



（3）当
[image: image27.wmf]2

aba

<<

即
[image: image28.wmf]2343

b

<<

时，三角形有两解；

[image: image29.png]



（4）当
[image: image30.wmf]0

ba

<<

即
[image: image31.wmf]023

b

<<

时，三角形有一解；

[image: image32.png]



故当
[image: image33.wmf]43

b

=

或
[image: image34.wmf]23

b

=

或
[image: image35.wmf]023

b

<<

时，有一解；
当
[image: image36.wmf]43

b

>

时，三角形无解；
当
[image: image37.wmf]2343

b

<<

时，三角形有两解.
例2. 在
[image: image38.wmf]ABC

D

中，已知下列条件，解三角形.
（1）
[image: image39.wmf]10

a

=

, 
[image: image40.wmf]52

b

=

, 
[image: image41.wmf]45

A

=°

； 
（2）
[image: image42.wmf]23

=

a

，
[image: image43.wmf]62

=+

c

，
[image: image44.wmf]45

B

=°

.
思路点拨:
（1）题中利用正弦定理先求
[image: image45.wmf]B

，再求
[image: image46.wmf]C

和
[image: image47.wmf]c

；
（2）题中利用余弦定理求
[image: image48.wmf]b

；求
[image: image49.wmf]A

可以利用余弦定理，也可以利用正弦定理。

解析：
（1）∵
[image: image50.wmf]10521

sin

sin45sin2

o

B

B

=Þ=

， 

法一：∵
[image: image51.wmf]ba

<

，∴
[image: image52.wmf]BA

<

，即
[image: image53.wmf]00

045

B

<<

， 

∴
[image: image54.wmf]30

B

=°

，
[image: image55.wmf]105

C

=°

，
[image: image56.wmf]5(31)

c

=+

.

法二：∵
[image: image57.wmf]00

0180

B

<<

， ∴
[image: image58.wmf]30

B

=°

或
[image: image59.wmf]150

B

=°

，

①当
[image: image60.wmf]30

B

=°

时，
[image: image61.wmf]105

C

=°

，
[image: image62.wmf]5(31)

c

=+

；

②当
[image: image63.wmf]150

B

=°

时，
[image: image64.wmf]180

AB

+>°

（舍去）.

（2）∵
[image: image65.wmf]22222

2cos(23)(62)223(62)cos45

bacacB

=+-=++-××+°



[image: image66.wmf]2

12(62)43(31)8

=++-+=


∴
[image: image67.wmf]22

b

=


法一：∵
[image: image68.wmf]222222

(22)(62)(23)1

cos,

22

222(62)

bca

A

bc

+-++-

===

´´+



∴
[image: image69.wmf]60

A

=°

，
[image: image70.wmf]75

C

=°


法二：∵
[image: image71.wmf]0

233

sinsinsin45

2

22

a

AB

b

==×=


又∵
[image: image72.wmf]6223

+>

，即
[image: image73.wmf]ac

<


∴
[image: image74.wmf]AC

<

，有
[image: image75.wmf]00

090

A

<<

，
∴
[image: image76.wmf]60

A

=°

，
[image: image77.wmf]75

C

=°

.
总结升华：
①解三角形时，可以依据题意画出恰当的示意图，然后正确选择正、余弦定理解答；

②解三角形时，要留意三角形内角和为180°、同一个三角形中大边对大角等性质的应用。

举一反三：

【变式1】解下列三角形 

(1) △ABC中，已知∠B=75°，∠C=60°，c=5，求a，∠A；

(2) △ABC中，已知c=1，b=
[image: image78.wmf]2

，∠B=45°，求∠C和a.

【答案】
(1)∠A=180°-75°-60°=45°  ∴
[image: image79.wmf]556

sin45sin603

a

a

=Þ=

°°

；

(2)∵
[image: image80.wmf]211

sin

sinsinsin2

2

2

bc

C

BCC

=Þ=Þ=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image81.wmf]6

C

p

Þ=

，
[image: image82.wmf]5

6

C

p

=

(舍)


[image: image83.wmf]22

2122cos322

aAa

=+-Þ=-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image84.wmf]62

()23

4

-

-=+


或由正弦定理得：
[image: image85.wmf]262

2sin75

sin45sin1052

a

aa

+

=Þ=°Þ=

°°

.

【变式2】在
[image: image86.wmf]ABC

D

中
[image: image87.wmf]::3:7:5

abc

=

, 求角
[image: image88.wmf]B

；
【答案】
[image: image89.wmf]222222

5371

cos120

22352

o

acb

BB

ac

+-+-

===-Þ=

´´

.
【变式3】在
[image: image90.wmf]ABC

D

中，若
[image: image91.wmf]2

a

=

，
[image: image92.wmf]22

b

=

，
[image: image93.wmf]62

c

=-

，求角
[image: image94.wmf]A

和
[image: image95.wmf]sin

C

．
【答案】根据余弦定理：
[image: image96.wmf]222

884343

cos

22

222(62)

bca

A

bc

+-+--

===

´´-

，

∵
[image: image97.wmf]0180

A

<<

oo

，   
∴
[image: image98.wmf]30

A

=

o

，
[image: image99.wmf]sin(62)sin30(62)

sin

24

cA

C

a

--

===

o

。
例3、△ABC中，
[image: image100.wmf]1,3,30

abA

==Ð=°

，求c的值.

思路点拨：已知两边和其中一边的对角，求第三边.

思路1：用正弦定理求出∠B，进而求得∠C，再利用正弦定理求得c边.

思路2：用余弦定理得到关于c的一元二次方程，可直接求得c边.

解析：

解法一：利用正弦定理

由
[image: image101.wmf].

120

60

,

2

3

sin

,

sin

sin

°

°

=

\

=

=

或

得

B

B

B

b

A

a


∴C=90°或C=30°，


[image: image102.wmf].

1

2

,

sin

sin

,

2

1

sin

1

sin

=

=

=

=

=

\

c

c

C

c

A

a

C

C

或

得

由

或


解法二：利用余弦定理列方程


[image: image103.wmf]222

222

cos(2cos)()0,

2

bca

AcbAcba

bc

+-

=Þ-+-=


即得到关于c的一元二次方程，解方程得到c=2或c=1.
总结升华：

（1）对于求解三角形的题目，一般都可有两种思路.但要注意方法的选择，同时要注意对解的讨论，从而舍掉不合理的解.此外，有的时候还要对边角关系(例如，大边对大角)进行讨论从而舍掉不合理的解.

（2）解题后可进行比较，可以看出思路2用余弦定理要简单得多，在解题过程中尽量采用简单方法.

举一反三：

【变式】△ABC中，
[image: image104.wmf],

6

c

=

A=45°，a=2，求b和B，C.

【答案】
解法一 ：正弦定理

由
[image: image105.wmf]ac263

=sinC=.

sinAsinCsin45sinC2

=

°

得

，

所

以


若C=60°，则B=75°，
[image: image106.wmf]a2

bsinBsin7531,

sinAsin45

==°=+

°


若C=120°，则B=15°，
[image: image107.wmf]a2

bsinBsin1531.

sinAsin45

==°=-

°


解法二：余弦定理


[image: image108.wmf]2222

abc2bccosAb623b4b=31,

=+-=+-=±

，

解

得


若
[image: image109.wmf]222

acb6-2

b31cosB==B=75C=60

2ac4

+-

=+°°

，

则

，

所

以

，


若
[image: image110.wmf]222

acb6+2

b31,cosB==B=15C=120.

2ac4

+-

=-°°

则

，

所

以

，


解法三：正余弦定理


[image: image111.wmf]2222

abc2bccosAb623b4b=31

=+-=+-=±

，

解

得


若
[image: image112.wmf]abc6+23

b31==sinB=,sinC=,

sinAsinBsinC42

=+

，

则

由

，

得


∵b>c>a，所以B>C>A，所以B=75°，C=60°；

若
[image: image113.wmf]abc6-23

b31==sinB=,sinC=,

sinAsinBsinC42

=-

，

则

由

，

得


∵c>a>b，所以C>A>B，所以B=15°，C=120°.

类型二：三角形的面积
例4．已知
[image: image114.wmf]ABC

D

中，
[image: image115.wmf],

3

2

=

a

 
[image: image116.wmf]6

b

=

，
[image: image117.wmf]0

30

A

=

, 求
[image: image118.wmf]B

、
[image: image119.wmf]C

、
[image: image120.wmf]ABC

S

D

及外接圆的半径。

思路点拨:根据已知条件，先用正弦定理求出角，再用正弦定理的变形公式求
[image: image121.wmf]ABC

D

的面积及外接圆的半径.
解析：∵
[image: image122.wmf]B

b

A

a

sin

sin

=

，  ∴
[image: image123.wmf]2

3

sin

sin

=

=

A

a

b

B

，  

∵
[image: image124.wmf]00

0180

B

<<

，    ∴
[image: image125.wmf]0

60

B

=

或
[image: image126.wmf]0

120

B

=

，

    当
[image: image127.wmf]0

60

B

=

时，
[image: image128.wmf]0

90

C

=

，
[image: image129.wmf]3

6

2

1

=

=

ab

S

ABC

D

，外接圆的半径
[image: image130.wmf]3

2

sin

2

=

=

B

b

R

；

    当
[image: image131.wmf]0

120

B

=

时，
[image: image132.wmf]0

30

C

=

，此时
[image: image133.wmf]3

2

=

=

c

a

，
[image: image134.wmf]3

3

sin

2

1

=

=

B

ac

S

ABC

D

，

    外接圆的半径
[image: image135.wmf]3

2

sin

2

=

=

B

b

R

。

总结升华：
1.解三角形中用到正弦定理时，特别要注意到由值求角时的双解问题；
2. 对正弦定理恰当的变形，可以求
[image: image136.wmf]ABC

D

的面积及外接圆的半径.
举一反三：

【变式1】在
[image: image137.wmf]ABC

D

中，
[image: image138.wmf]0

45

B

=

，
[image: image139.wmf]0

60

C

=

，
[image: image140.wmf])

1

3

(

2

+

=

a

，求
[image: image141.wmf]ABC

D

的面积
[image: image142.wmf]ABC

S

D

.
【答案】
∵
[image: image143.wmf]0

45

B

=

，
[image: image144.wmf]0

60

C

=

，  ∴
[image: image145.wmf]00000

180()180(6045)75

ABC

=-+=-+=

.
在
[image: image146.wmf]ABC

D

中，由正弦定理，得


[image: image147.wmf]0

0

75

sin

45

sin

)

1

3

(

2

sin

sin

×

+

=

=

A

B

a

b



 EMBED Equation.3  [image: image148.wmf]4

2

6

)

1

3

(

2

4

=

+

+

=

，

代入面积公式
[image: image149.wmf]C

ab

S

sin

2

1

=

，得


[image: image150.wmf]3

2

6

60

sin

4

)

1

3

(

2

2

1

0

+

=

´

´

+

´

=

S

.
【变式2】已知：圆内接四边形
[image: image151.wmf]ABCD

中
[image: image152.wmf]2

AB

=

，
[image: image153.wmf]6

BC

=

，
[image: image154.wmf]4

CDAD

==

，求四边形
[image: image155.wmf]ABCD

的面积
[image: image156.wmf]ABCD

S

.
【答案】
如图：∵
[image: image157.wmf]ABCD

是圆内接四边形，

[image: image1.wmf]53

b

=

∴
[image: image158.wmf]0

180

BD

+=

，∴
[image: image159.wmf]coscos

BD

=-

,
[image: image160.wmf]sinsin

BD

=

, 
根据余弦定理：
[image: image161.wmf]B

BC

AB

BC

AB

AC

Ð

×

-

+

=

cos

2

2

2

2


=
[image: image162.wmf]D

CD

AD

CD

AD

Ð

×

×

-

+

cos

2

2

2


即：
[image: image163.wmf]2222

26226cos44244cos

BB

+-´´=++´´

，

∴
[image: image164.wmf]7

1

cos

=

B

 ，∴
[image: image165.wmf]7

3

4

sin

=

B

，

∴
[image: image166.wmf]D

DC

AD

B

BC

AB

S

S

S

ADC

ABC

ABCD

sin

2

1

sin

2

1

×

×

+

×

×

=

+

=

D

D



[image: image167.wmf]3

8

7

3

4

4

4

2

1

7

3

4

6

2

2

1

=

´

´

´

+

´

´

´

=

。

即四边形
[image: image168.wmf]ABCD

的面积
[image: image169.wmf]83

ABCD

S

=

.
类型三：三角形的形状的判定
例5．已知△ABC中，a=6，b=8，c=9，试判断此三角形的形状。
思路点拨:已知三边判断三角形的形状，通常先用勾股定理判断是否为直角三角形，斜三角形再用余弦定理判断最大边所对角的余弦值的符号。
解析：因为a<b<c，所以A<B<C，
又
[image: image170.wmf]222

abc19

cosC0

2ab96

+-

==>

，



[image: image171.wmf]C<

2

p

所

以


所以三角形是锐角三角形.
总结升华：

余弦定理用于判定三角形的形状（最大角
[image: image172.wmf]A

的余弦值的符号）

（1）在
[image: image173.wmf]ABC

D

中，
[image: image174.wmf]222

00222

090cos0

2

bca

AAbca

bc

+-

<<Û=>Û+>

；
（2）在
[image: image175.wmf]ABC

D

中，
[image: image176.wmf]222

0222

90cos0

2

bca

AAbca

bc

+-

=Û==Û+=

；
（3）在
[image: image177.wmf]ABC

D

中，
[image: image178.wmf]222

0222

90cos0

2

bca

AAbca

bc

+-

<Û=<Û+<

；
举一反三：
【变式】判断下列三角形的形状：
(1)a=6，b=8，c=10；(2) a=6，b=8，c=11
解析：
(1)因为a2+b2=62+82=100=102=c2，所以三角形为直角三角形.
(2)因为a<b<c，所以A<B<C，
又
[image: image179.wmf]222

abc21

cosC0C>

2ab962

+-p

==-<

，

所

以

，
所以三角形是钝角三角形.
例6．已知△ABC 中
[image: image180.wmf]coscos

aAbB

=

，试判断△ABC的形状.

思路点拨:题目中给的是角与边的混合关系式，可用正弦定理化简成单一的角的关系；也可以用正弦定理、余弦定理化简成单一的边的关系，然后判断.

解析：

方法一：用余弦定理化角为边的关系
由
[image: image181.wmf]coscos

aAbB

=

得
[image: image182.wmf]222222

22

bcaacb

ab

bcac

+-+-

=

gg

，

整理得
[image: image183.wmf]22222222

()()

abcabacb

+-=+-

，
即
[image: image184.wmf]22222

()()0

ababc

-+-=

，

     当
[image: image185.wmf]22

0

ab

-=

时，
[image: image186.wmf]ABC

D

为等腰三角形；

     当
[image: image187.wmf]222

0

abc

+-=

即
[image: image188.wmf]222

abc

+=

时，则
[image: image189.wmf]ABC

D

为直角三角形；

     综上：
[image: image190.wmf]ABC

D

为等腰或直角三角形。

方法二：用正弦定理化边为角的关系

由正弦定理得：
[image: image191.wmf]2

sinsin

==

ab

R

AB


即
[image: image192.wmf]2sin

=

aRA

，
[image: image193.wmf]2sin
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∴
[image: image195.wmf]2sincos2sincos

=

RAARBB


即
[image: image196.wmf]sin2sin2
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AB
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[image: image197.wmf]0
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，即
[image: image200.wmf]=

AB

或
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故
[image: image202.wmf]ABC

D

为等腰三角形或直角三角形。

总结升华：

（1）要判断三角形的形状特征，必须深入研究边与边的大小关系：是否两边相等？是否三边相等？是否符合勾股定理？还要研究角与角的大小关系：是否两个角相等？是否三个角相等？有无直角或钝角？

（2）解题的思想方法是：从条件出发，利用正、余弦定理等进行代换、转化、化简、运算，找出边与边的关系或角与角的关系，从而作出正确判断。

（3）一般有两种转化方向：要么转化为边，要转化为角。

（4）判断三角形形状时，用边做、用角做均可。一般地，题目中给的是角，就用角做；题目中给的是边，就用边做，边角之间的转换可用正弦定理或余弦定理。

（5）
[image: image203.wmf]b
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b

=
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或

sin

sin

，不要丢解。

举一反三：
【变式1】根据下列条件，试判断△ABC的形状.

（1）bcosA=acosB；（2）a=2bcosC

【答案】
（1）解法一：正弦定理
由bcosA=acosB得2RsinBcosA=2RsinAcosB，
即sin(B-A)=0，于是B=A，
∴△ABC为等腰三角形.
解法二：余弦定理
由bcosA=acosB得
[image: image204.wmf]222222
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，即a2=b2，
所以a=b，△ABC为等腰三角形.
（2）解法一：正弦定理
由a=2bcosC得2RsinA=4RsinBcosC，有sin(B+C)=2sinBcosC，得出sin(B-C)=0，
即B=C，△ABC为等腰三角形；
解法二：余弦定理
由a=2bcosC得
[image: image205.wmf]222
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，得b2=c2，
即b=c，△ABC等腰三角形.
☆【变式2】在△ABC中，根据下列条件决定三角形形状.
(1)
[image: image206.wmf]sinsin
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【答案】
 (1)由
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[image: image209.wmf]222
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，
则该三角形为直角三角形；
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∴
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由正弦定理得：
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[image: image217.wmf]sin2sin2

AB

=

，

∴
[image: image218.wmf]22

AB

=

或
[image: image219.wmf]22

AB

p

=-

,即：
[image: image220.wmf]AB

=

或
[image: image221.wmf]2

p

=

+

B

A

，
∴
[image: image222.wmf]ABC

D

是等腰或直角三角形.
☆【变式3】已知：
[image: image223.wmf]ABC

D

中，
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的形状。

【答案】
方法一：∵由正弦定理得
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[image: image232.wmf]AB

=

或
[image: image233.wmf]2

p

=

+

B

A

，∴
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方法二：∵由正弦定理得
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      根据正弦定理和余弦定理：
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      整理得：
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4

2

2

2

)

(

b

a

c

b

a

-

=

-

,即
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      ∴
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是等腰或直角三角形.
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