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三角恒等变换 典型例题
众多的三角公式，构成了丰富多彩的三角学。要灵活地进行三角恒等变换，除熟练地掌握三角公式以及一般的代数变形技巧外，更重要的是抓住三角式的结构特征，从角和函数名入手，深入分析，灵活解题。

【例1】（1）已知cosβ= -
 INCLUDEPICTURE "http://www.cbe21.com/subject/maths/images/040401/1058/1058097.gif" \* MERGEFORMATINET 


，sin(α+β)= ，且0<α<[image: image2.png]oy



<β<π，求sinα的值。

（2）已知sin([image: image3.png]ESE)



-α)= [image: image4.png]


，求[image: image5.png]sin o
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的值。

提示：（1）sinα=[image: image6.png]


。

（2）sin2α=1-2 sin2([image: image7.png]ESE)



-α)=[image: image8.png]e
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；[image: image9.png]sin o
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=[image: image10.png]s
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。

【说明】三角变换重在角的变换。

【例2】求cos[image: image11.png]


cos[image: image12.png]15



cos[image: image13.png]15



…cos[image: image14.png]15



的值。

解法1：利用公式cosθcos2θcos4θ···cos2nθ=[image: image15.png]sin 28

olgng



，得

cos[image: image16.png]


cos[image: image17.png]15



cos[image: image18.png]15



cos[image: image19.png]15



= -[image: image20.png]


，∴cos[image: image21.png]


cos[image: image22.png]15



cos[image: image23.png]15



cos[image: image24.png]15



=[image: image25.png]


。

又cos[image: image26.png]15



cos[image: image27.png]15



=[image: image28.png]ENE



，cos[image: image29.png]15



=[image: image30.png]


，

∴cos[image: image31.png]


cos[image: image32.png]15



cos[image: image33.png]15



…cos[image: image34.png]15



=[image: image35.png]


×[image: image36.png]ENE



×[image: image37.png]


=[image: image38.png]


。

解法2：cos[image: image39.png]


cos[image: image40.png]15



cos[image: image41.png]15



…cos[image: image42.png]15




=[image: image43.png]


·[image: image44.png]


·[image: image45.png]


· ··· ·[image: image46.png]



=[image: image47.png]


=[image: image48.png]


。

解法3：利用公式cosαcos([image: image49.png]Wy



+α)cos([image: image50.png]Wy



-α)= [image: image51.png]ENE



cos3α，取α=[image: image52.png]


、[image: image53.png]15



。

【例3】求cos420°+cos440°+cos480°的值。

解：由倍角公式得

cos4θ=([image: image54.png]1+4cos28



)2=[image: image55.png]ENE



 (1+2cos2θ+cos22θ)= [image: image56.png]


+[image: image57.png]


cos2θ+[image: image58.png]


cos4θ，

∴cos420°+cos440°+cos480°= [image: image59.png]


×3+[image: image60.png]


(cos40°+ cos80°+ cos160°)

+[image: image61.png]


(cos80°+ cos160°+ cos320°)= [image: image62.png]


+[image: image63.png]


(cos40°+ cos80°+ cos160°)

= [image: image64.png]


+[image: image65.png]


(2cos60° cos20°- cos20°)= [image: image66.png]


。

【例4】若sinα+cosβ=[image: image67.png]


，cosα+sinβ=[image: image68.png]


，求sinαcosβ的值。

解：令θ=[image: image69.png]oy



-β，则[image: image70.png]sin o +sin 6 =

coscr+cos®=




(1)÷(2)得tg[image: image71.png]


=[image: image72.png]


， cos(α+θ)=[image: image73.png]


，

∴sinαcosβ=sinαsinθ= -[image: image74.png]


[ cos(α+θ)+ cos(α-θ)] = -[image: image75.png]e
180



。

【例5】已知f(x)=[image: image76.png]


sin(x+θ)+cos(x-θ)是偶函数，0<θ<π，求θ。

解法一：由偶函数的定义，可得([image: image77.png]


cosθ+sinθ)sinx=0对任意x∈R成立。

∴[image: image78.png]


cosθ+sinθ=0，2 sin(θ+[image: image79.png]Wy



)=0，

∴θ+=kπ，而0<θ<π，∴θ=[image: image80.png]


。

解法二：由f(-[image: image81.png]oy



)=f([image: image82.png]oy



)，得θ=[image: image83.png]


，然后验证f(x)是偶函数。

【例7】方程sinx+[image: image84.png]


cosx+a=0在（0，2π）内有相异两根α、β，求实数a的取值范围，以及α+β的值。

解：∵sinx+[image: image85.png]


cosx+a=0，∴sin (x+[image: image86.png]Wy



)= -[image: image87.png]


。

令t= x+[image: image88.png]Wy



，则t∈([image: image89.png]Wy



，[image: image90.png]


)，sint= -[image: image91.png]


。

作出函数y= sint，t∈([image: image92.png]Wy



,[image: image93.png]


)的图象：

[image: image94.jpg]



由图象可以看出：当-1< -[image: image95.png]


<1且-[image: image96.png]


≠[image: image97.png]


即-2<a<-[image: image98.png]


或-[image: image99.png]


<a<2时，sint= -[image: image100.png]


有相异两根t1、t2，原方程有相异两根α、β，并且

当-2<a<-[image: image101.png]


时，t1+t2=(α+[image: image102.png]Wy



)+(β+[image: image103.png]Wy



)=π，α+β=[image: image104.png]Wy



；

当-[image: image105.png]


<a<2时，t1+t2=(α+[image: image106.png]Wy



)+(β+[image: image107.png]Wy



)=3π，α+β=[image: image108.png]


。

【例8】已知sinx+siny+sinz=cosx+cosy+cosz=0，求s=tg(x+y+z)+tgxtgytgz的值。

解：由已知得，[image: image109.png]{smx+smy sinz (1)

cosx +cosy =—cosz (2)




(1)2+(2)2得cos(x-y)= -[image: image110.png]


，

同理，cos(y-z)= -[image: image111.png]


，cos(z-x)= -[image: image112.png]


。

∴x，y，z中任意两角的终边夹角为[image: image113.png]


，不妨设

x=y+[image: image114.png]


+2mπ,m∈Z，y=z+[image: image115.png]


+2nπ,n∈Z，

∴x= z+[image: image116.png]


+2(m+n)π，

x+y+z= 3z+2(m+2n+1)π，

∴s=tg(x+y+z)+tgxtgytgz

= tg3z+tg(z+[image: image117.png]


)tg(z+[image: image118.png]


)tgz

= tg3z+tg(z+[image: image119.png]Wy



)tg(z-[image: image120.png]Wy



)tgz

= tg3z+ tgz tg([image: image121.png]Wy



+z)tg([image: image122.png]Wy



-z)

=0。

【说明】如能熟练运用下列公式，可对解题带来很大方便：

sinαsin([image: image123.png]Wy



+α)sin([image: image124.png]Wy



-α)=[image: image125.png]ENE



sin3α，

cosαcos([image: image126.png]Wy



+α)cos([image: image127.png]Wy



-α)= [image: image128.png]ENE



cos3α，

tgαtg([image: image129.png]Wy



+α)tg([image: image130.png]Wy



-α)=tg3α。

如sin10°sin50°sin70°=[image: image131.png]ENE



sin(3×10°)= [image: image132.png]


。
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