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第四章  圆与方程
4.1  圆的方程
4.1.1   圆的标准方程
自主探究学习
在平面直角坐标系中，探索并掌握圆的标准方程；能用待定系数法、几何法求圆的标准方程；会由圆的方程写出圆的半径和圆心，能根据条件写出圆的方程.
1. 圆的标准方程：方程
[image: image237.wmf]2
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表示圆心为A（a，b），半径长为r的圆.
2. 求圆的标准方程的一般步骤为：
(1)根据题意，设所求的圆的标准方程为
[image: image2.wmf]2
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．
(2)根据已知条件，建立关于a，b，r的方程组；
(3)解此方程组，求出a，b，r的值；    .
(4)将所得的a，b，r的值代回所设的圆的方程中，就得到所求的圆的标准方程．
名师要点解析
要点导学
. 1. 求圆的标准方程的常用方法：
（1）几何法：根据题意，求出圆心坐标与半径，然后写出标准方程；
（2）待定系数法：先根据条件列出关于a，b，r的方程组，然后解出a，b，r，再代入标准方程.
2. 点
[image: image3.wmf]00
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与圆
[image: image4.wmf]222
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的关系的判断方法：
（1）点
[image: image5.wmf]00
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在圆
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上等价于
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（2）点
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在圆
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内部等价于
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；
（3）点
[image: image11.wmf]00
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外部等价于
[image: image13.wmf]222
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3. 求圆的方程的两种方法：
（1）根据题设条件，列出关于
[image: image14.wmf]abr
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的方程组，解方程组得到
[image: image15.wmf]abr
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得值，写出圆的标准方程.
（2）根据确定圆的要素，以及题设条件，分别求出圆心坐标和半径大小，然后再写出圆的标准方程.
【经典例题】
【例1】已知点
[image: image16.wmf](41,2)
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在圆
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上，求
[image: image18.wmf]a

的值．
【分析】本题是点与圆的位置关系问题，直接利用点与圆的位置关系的等价条件求解．
【解】因为点
[image: image19.wmf](41,2)
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在圆
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所以
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[image: image22.wmf]2
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解之得
[image: image23.wmf]1
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或
[image: image24.wmf]3
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【点拨】判断点在圆上、圆内、还是在圆外，一般是将点的坐标代入，并利用相应的等价条件求解，由于是等价条件，所以逆向应用求解参数范围的方法也一样．
【例2】一个圆经过点
[image: image25.wmf](5,0)
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，圆心在直线
[image: image27.wmf]3100
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上，求此圆的方程.
【分析】由圆经过点
[image: image28.wmf](5,0)

A

与
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知，圆心在AB的垂直平分线上，先求出AB的垂直平分线，再与直线
[image: image30.wmf]3100
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联立，解出圆心.
【解】解法一：设圆心
[image: image31.wmf](,)
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，   解得
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圆的半径
[image: image34.wmf]2222
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∴ 圆的标准方程为
[image: image35.wmf]22
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解法二：线段AB的中点
[image: image36.wmf]'
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所以弦AB的垂直平分线的方程为
[image: image39.wmf]13
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解方程组
[image: image41.wmf]3100
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[image: image43.wmf](1,3)
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圆的半径
[image: image44.wmf]2222
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∴ 圆的标准方程为
[image: image45.wmf]22
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.
【点拨】两种解法，都是先求出圆心与半径，第一种解法用设圆心坐标后列方程而求，第二种解法用两条直线的交点求圆心. 由上可得，解法关键都是如何求圆心与半径.
4.1.2  圆的一般方程
自主探究学习
在掌握圆的标准方程的基础上，理解记忆圆的一般方程的代数特征，由圆的一般方程确定圆的圆心半径．掌握方程x2＋y2＋Dx＋Ey＋F=0表示圆的条件；能通过配方等手段，把圆的一般方程化为圆的标准方程．能用待定系数法求圆的方程.
1.方程
[image: image46.wmf]0
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表示的曲线不一定是圆，只有当
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时，它表示的曲线才是圆，我们把形如
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的表示圆的方程称为圆的一般方程.
2. 对于方程
[image: image49.wmf]0
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(1)当D2＋E2－4F＞0时，方程表示（1）当
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为半径的圆；
（2）当
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时，方程只有实数解
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（3）当
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时，方程没有实数解，因而它不表示任何图形[image: image60.emf]�
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名师要点解析
要点导学
1. 圆的一般方程：方程
[image: image61.wmf]22
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[image: image62.wmf]22
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）表示圆心是
[image: image63.wmf](,)
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，半径长为
[image: image64.wmf]22
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2.圆的一般方程的特点：
 (1)①x2和y2的系数相同，不等于0．
　②没有xy这样的二次项．
 (2)圆的一般方程中有三个特定的系数D，E，F，因之只要求出这三个系数，圆的方程就确定了．
(3)与圆的标准方程相比较，它是一种特殊的二元二次方程，代数特征明显，圆的标准方程则指出了圆心坐标与半径大小，几何特征较明显.
 3. 轨迹方程是指点动点M的坐标
[image: image65.wmf](,)

xy

满足的关系式.
【经典例题】
【例1】判断二元二次方程
[image: image66.wmf]22
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是否表示圆的方程？如果是，请求出圆的圆心及半径.
【分析】用配方法将其变形化成圆的标准形式或运用圆的一般方程的判断方法求解.
【解】圆的方程可化为
[image: image67.wmf]22
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，圆心为
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【点拨】要注意对于
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来说，这里的
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[image: image72.wmf]D=-4,E=12,F=9
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【例2】求经过
[image: image73.wmf](4,2),(1,3)
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两点，且在两坐标轴上的四个截距之和为4的圆的方程.
【分析】设出圆的一般方程，用待定系数法求解.
【解】设所求圆的方程为
[image: image74.wmf]22

0

xyDxEyF

++++=

.
  当
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则
[image: image81.wmf]164420
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，   解得
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∴ 圆的方程为
[image: image83.wmf]22
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【点拨】用待定系数法的一般步骤是“设（设含待定系数的方程）→列（利用条件列出系数所满足的方程组）→求（解方程组）→写（写出所求方程）”. 当已知圆上三点或两点时，选用圆的一般方程形式较为简单. 当易知圆心和半径时，选用圆的标准方程形式易求解.
【例3】设圆的方程为
[image: image84.wmf]22
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，过点
[image: image85.wmf](0,1)
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的直线
[image: image86.wmf]l

交圆于点
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是坐标原点，点
[image: image89.wmf]P

为
[image: image90.wmf]AB

的中点，当
[image: image91.wmf]l

绕点
[image: image92.wmf]M

旋转时，求动点
[image: image93.wmf]P

的轨迹方程．
【分析【动点
[image: image94.wmf]P

为
[image: image95.wmf]AB

的中点，所以点
[image: image96.wmf]P

是由点
[image: image97.wmf]AB
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而决定，另外点
[image: image98.wmf]AB
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又由点
[image: image99.wmf](0,1)

M

的直线
[image: image100.wmf]l

来决定，找到最初的“动”是解决问题的关键.
【解】设点
[image: image101.wmf]P

的坐标为
[image: image102.wmf](,)
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[image: image103.wmf]1122
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在圆上，所以
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两式相减得
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当
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                     ②
将②代入①并整理得
[image: image111.wmf]22
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当
[image: image112.wmf]12
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时，点
[image: image113.wmf]AB
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的坐标为（0，2），（0，－2），这时点
[image: image114.wmf]P

的坐标为（0，0）也满足③，
所以点
[image: image115.wmf]P

的轨迹方程为
[image: image116.wmf]22
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【点拨】将所求点
[image: image117.wmf]P

坐标设为
[image: image118.wmf](,)
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，相应的已知点
[image: image119.wmf]Q

的坐标设为
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，再用
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表示
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[image: image123.wmf]0

0

(,)

(,)

xgxy

yhxy

=

ì

í

=

î

，然后代入已知点
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满足的方程
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得到所求曲线的方程，体现设而不求思想．本题是将
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看作整体进行代换．
4.2  直线、圆的位置关系
4.2.1  直线与圆的位置关系
自主探究学习
理解直线与圆的位置的种类；利用平面直角坐标系中点到直线的距离公式求圆心到直线的距离；会用点到直线的距离来判断直线与圆的位置关系；能用直线和圆的方程解决一些简单的问题.
1. 设直线
[image: image128.wmf]l
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[image: image129.wmf]0
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[image: image130.wmf]C
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，圆的半径为
[image: image132.wmf]r

，圆心
[image: image133.wmf])
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到直线的距离为
[image: image134.wmf]d

，则判别直线与圆的位置关系的依据有以下几点：
（1）当
[image: image135.wmf]r
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时，直线
[image: image136.wmf]l

与圆
[image: image137.wmf]C

相离；
（2）当
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时，直线
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与圆
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相切；
（3）当
[image: image141.wmf]r
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时，直线
[image: image142.wmf]l

与圆
[image: image143.wmf]C

相交.
名师要点解析
要点导学
 直线与圆的位置关系是高考考查的重要内容. 要熟记直线与圆的各种方程、几何性质，也要掌握一些常用公式，例如点到直线的距离公式
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22

||

AxByC

d

AB

++

=

+

.
【经典例题】
【例1】 过圆
[image: image145.wmf]22
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，引圆的两条切线，切点为
[image: image147.wmf]12
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，则直线
[image: image148.wmf]12
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【分析】设切点为
[image: image150.wmf]1122
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【解】 
[image: image158.wmf]220
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【点拨】过圆
[image: image159.wmf]222
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上一点
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的切线方程为
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的切线方程为
[image: image164.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

11

xaxaybybr

--+--=

.
【例2】若经过点
[image: image165.wmf](1,0)
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的直线与圆
[image: image166.wmf]22
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相切，求此直线在y轴上的截距. 

【分析】直线与圆相切，可以利用点到直线的距离公式
[image: image167.wmf]00
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【解】圆的标准方程为
[image: image168.wmf]22
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设过点
[image: image171.wmf](1,0)
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的直线方程为
[image: image172.wmf](1)
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[image: image173.wmf]0
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∴ 圆心到切线的距离
[image: image174.wmf]2
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，解得
[image: image175.wmf]1
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∴ 直线方程为
[image: image176.wmf]1
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【点拨】研究直线和圆的相切，简捷的方法是利用公式
[image: image177.wmf]00
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，还可以由方程组只有一个实根进行解答. 选择恰当的方法，是我们解题的一种能力.
4.2.2  圆与圆的位置关系
4.2.3  直线圆的方程的应用
自主探究学习
理解圆与圆的位置的种类；利用平面直角坐标系中两点间的距离公式求两圆的连心线长；会用连心线长判断两圆的位置关系；能根据给定圆的方程，判断圆与圆的位置关系；掌握坐标法的思想，用解方程组判别位置关系或求交点坐标.能用直线和圆的方程解决一些简单的问题. 

1. 设两圆的连心线长为
[image: image178.wmf]l

，则判别圆与圆的位置关系的依据有以下几点：
（1）当
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相离；
（2）当
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（3）当
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时，圆
[image: image187.wmf]1
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与圆
[image: image188.wmf]2

C

相交；
（4）当
[image: image189.wmf]|
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时，圆
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与圆
[image: image191.wmf]2

C

内切；
（5）当
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时，圆
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名师要点解析
要点导学
1. 两圆的位置关系及其判定： 设两圆圆心分别为
[image: image195.wmf]12

,

OO

，半径分别为
[image: image196.wmf]12

,

rr

，则：
（1）两圆相交
[image: image197.wmf]121212
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；
（2）两圆外切
[image: image198.wmf]1212
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；
（3）两圆内切
[image: image199.wmf]1212
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2.坐标法：建立适当的直角坐标系后，借助代数方法把要研究的几何问题，转化为坐标之间的运算，由此解决几何问题
【经典例题】
【例1】已知圆C与圆
[image: image200.wmf]22
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关于直线
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对称，则圆C的方程为            【    】
    A.
[image: image202.wmf]22
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1

xy

+=

  C.
[image: image204.wmf]22
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【分析】圆关于直线的对称图形仍然是圆，半径不变，圆心关于直线对称，因此只需求圆心
[image: image206.wmf](1,0)

关于直线
[image: image207.wmf]yx
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的对称点，即所求圆的圆心.
【解】已知圆的半径
[image: image208.wmf]1
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，圆心
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，圆心
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关于直线
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的对称点为
[image: image212.wmf](0,1)
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，则圆C的方程为
[image: image213.wmf]22
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【点拨】. 要掌握一些常见对称问题的解答思路，例如点关于直线的对称，曲线关于直线的对称，曲线关于点的对称等，解答时要用到点坐标公式、垂直时斜率乘积为－1、代入法、转化思想等.同时，我们也要掌握一些简单对称的对称结论：如点
[image: image214.wmf](,)
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关于直线
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的对称点为
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，
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关于原点（0，0）的对称点为
[image: image218.wmf](,)
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【例2】自点A(-3,3)发出的光线l射到x轴上,被x轴反射, 其反射光线所在的直线与圆
[image: image219.wmf]22
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相切, 求光线l所在的直线方程.
【解】由已知可得圆C：
[image: image220.wmf]22
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关于x轴对称的圆C‘的方程为
[image: image221.wmf]22

(2)(2)1

xy

-++=

，其圆心C‘（2，-2），易知l与圆C’相切. 

设l:  y-3=k(x+3), 即kx-y+3k+3=0.
∴
[image: image222.wmf]2
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，整理得12k2+ 25k+12=0,  解得
[image: image223.wmf]3
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所以，所求直线方程为y-3=
[image: image225.wmf]3
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 (x+3)或 y-3=
[image: image226.wmf]4

3

-

 (x+3)，即3x+4y-3=0或4x+3y+3=0.
【点拨】关于求切线问题, 利用圆心到切线的距离等于圆的半径的条件, 是解决圆的切线方程的常用方法. 如果由方程组思想，通过“
[image: image227.wmf]0
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”求切线方程也可, 但过程要复杂些. 

4.3  空间直角坐标系
自主探究学习
通过数轴与数，平面直角坐标系与一对有序实数，引申出建立空间直角坐标系的必要性；了解空间直角坐标系，会用空间直角坐标系刻画点的位置，会用空间两点的距离公式求距离.
1. 空间直角坐标系：从空间某一个定点O引三条互相垂直且有相同单位长度的数轴Ox，Oy，Oz，这样的坐标系叫做空间直角坐标系O-xyz，点O叫做坐标原点，x轴，y轴，z轴叫做坐标轴. 通过每两个坐标轴的平面叫做坐标平面，分别称为xOy平面，yOz平面，zOx平面.
2. 右手直角坐标系：在空间直角坐标系中，让右手拇指指向x轴的正方向，食指指向y轴的正方向，若中指指向z轴的正方向，则称这个坐标系为右手直角坐标系.
3. 空间直角坐标系中的坐标：对于空间任一点M，作出M点在三条坐标轴Ox轴，Oy轴，Oz轴上的射影，若射影在相应数轴上的坐标依次为x，y，z，则把有序实数组(x, y, z)叫做M点在此空间直角坐标系中的坐标，记作M(x, y, z)，其中x叫做点M的横坐标，y叫做点M的纵坐标，z叫做点M的竖坐标.
4. 空间中两点间的距离公式:

[image: image1.wmf]222
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名师要点解析
要点导学
[image: image233.png]


1.在xOy平面上的点的竖坐标都是零，在yOz平面上的点的横坐标都是零，在zOx平面上的点的纵坐标都是零；在Ox轴上的点的纵坐标、竖坐标都是零，在Oy轴上的点的横坐标、竖坐标都是零，在Oz轴上的点的横坐标、纵坐标都是零
2.不同的坐标系的建立方法，所得的同一点的坐标也不同.
3. 如果
[image: image228.wmf]OP

是定长r,那么
[image: image229.wmf]2222
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表示空间中的球面.
【经典例题】
【例1】求点A（1，2，-1）关于坐标平面xoy及x轴对称点的坐标.
【分析】可用数形结合解决.
【解】过A作AM⊥xoy交平面于M，并延长到C，使AM=CM，
则A与C关于坐标平面xoy对称且C（1，2，1）.
过A作 AN⊥x轴于N并延长到点B，使AN=NB，则A与B关于x轴对称且B（1，-2，1）.
∴A（1，-2，1）关于坐标平面xoy对称的点C（1，2，1）；
A（1，-2，1）关于x轴对称点B（1，-2，1）.
【点拨】（1）P（x，y，z）关于坐标平面xoy的对称点为P1（x，y，-z）；P（x，y，z）关于坐标平面yoz的对称点为P2（-x，y，z）；P（x，y，z）关于坐标平面xoz的对称点为P3（x，-y，z）；（2）P（x，y，z）关于x轴的对称点为P4（x，-y，-z）；P（x，y，z）关于y轴的对称点为P5（-x，y，z）；P（x，y，z）关于z轴的对称点为P6（-x，-y，z）.
[image: image234.png]


【例2】已知正四棱锥P-ABCD的底面边长为4，侧棱长为10，试建立适当的空间直角坐标系，写出各顶点的坐标.
【分析】先由条件求出正四棱锥的高，再根据正四棱锥的对称性，建立适当的空间直角坐标系. 

【解】
[image: image230.wmf]Q

正四棱锥P-ABCD的底面边长为4，侧棱长为10，
∴正四棱锥的高为
[image: image231.wmf]223

.
以正四棱锥的底面中心为原点，平行于AB，BC所在的直线分别为x轴、y轴，建立如图所示的空间直角坐标系，
则正四棱锥各顶点的坐标分别为
A(2,-2,0)，B(2,2,0)，C(-2,2,0)，D(-2,-2,0)，P(0,0,
[image: image232.wmf]223

).
【点拨】在求解此类问题时，关键是能根据已知图形，建立适当的空间直角坐标系，从而便于计算所需确定的点的坐标.
                                                           作    者  于华东  叶建华
                                                           责任编辑  王世栋
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