数学备课大师 www.eywedu.net 目录式免费主题备课平台！

圆的方程例题讲解

例1　 已知与圆C：x2+y2-2x-2y+1=0，相切的直线l交x轴、y轴分别于A，B点，设O为原点，|OA|=a，|OB|=b(a＞2，b＞2)．
(1)求证圆C与直线l相切的充要条件是(a-2)(b-2)=2；
(2)求线段AB中点的轨迹方程；
(3)求△AOB面积的最小值．
解　 (1)因为l与圆心相切，且a＞2，b＞2，所以可设直线l的方 

评述　 讲解本题的目的，是为了锻炼学生解决综合题的能力，其中第(1)小题被反复应用多次，特别是(3)建立在(1)的基础上的恒等变形技巧值得借鉴．
例2　 AB为定圆的直径，C为该圆上异于A，B的任一点，l为过C点的圆的切线，过B引BP⊥l，且交AC的延长线于P，求点P的轨迹．
解法一　 如图4所示，以圆心O为原点，AB所在的直线为x轴，建立坐标系，则定圆方程为x2+y2=r2．
(因为C是动点，点P因点C动而动，故可)设P点坐标为(x，y)，C点坐标为(x1，y1)．(P点是直线AC，BP的交点，所以P点受直线AP和BP的制约，因此建立直线AP与BP的方程，来确定P点与C点坐标之间的关系式．)


因为C点不与点A，B重合，所以y1≠0，由过C点的切线l的方程为x1x+y1y=r2，直线BP⊥l，所以y1x-x1y-y1r=0①，点P在直线AC

=r2，即(x-r)2+y2=4r2(y≠0)即为所求P点的轨迹方程，其轨迹要除去x轴上的两个点．
评述　 本题特点是动点P随着相关点C的运动而运动，如果能用动点P的坐标(x，y)，表示相关点C的坐标(x1，y1)，则按照相关点C所满足的条件列出方程，就能得动点P的轨迹方程．这种方法通常称为相关点法，在解析几何中经常用到，应给予足够的重视．
解法二　 因为BP⊥l，OC⊥l，所以OC∥BP．因此|BP|=2|OC|=2r．
这说明当点C运动时，动点P距定点B的距离总等于常数2r．根据定义可得到：P点轨迹是以点B(r，0)为圆心，以2r为半径的圆．因为C点不与A，B点重合，所以y≠0，所以点P的轨迹方程为(x-r)2+y2=4r2(y≠0)．
例3　 从直线x=-2上一动点P向圆x2+y2=1引两条切线，求以两切点为端点的弦AB的中点M的轨迹方程．
分析　 如图5，本题解决的思路是如何建立起切点弦AB所在直线的方程．如图所示，OP⊥AB，由kOP·kAB=-1，即可得出PO，AB交点M的轨迹方程．
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解　 在直线x=-2上任取一点P(-2，y′)，过P引圆的两条切线PA，PB，A，B为两切点．设A，B点的坐标为(x1，y1)，(x2，y2)，AB 

y2y=1．
因为P点在两条切线上，所以
-2x1+y′y1=1，-2x2+y′y2=1．
根据上式知点A，B的坐标满足方程-2x+y′y=1．
即切点弦AB所在直线的方程为2x-y′y+1=0，点M在直线AB上，所以 

因为PM⊥AB，所以kPM·kAB=-1，因此

即方程2x2+2y2+x=0[除去(0，0)]是两直线交点M的轨迹方程．
评述　 切点弦AB所在直线的方程是由认真分析动点P所满足的两个方程得到的，不同于一般直接求直线方程的方法，这种方法值得重视．
例4　 一动圆过定点(c，0)且与定圆(x+c)2+y2=4a2(a＞0，c＞0)相切，求动圆圆心的轨迹方程．
解　 设F2(c，0)，F1(-c，0)，即F2是已知定点，F1是已知定圆的圆心，动圆圆心P(x，y)，由于F2与定圆F1有三种位置关系，所以分三种情况讨论．
(1)F2在定圆F1的内部，即c＜a时动圆P只能与定圆F1内切，所 

(2)F2在定圆F1上，即c=a时动圆P与定圆相切于定点F2，轨迹方程为直线y=0除点F2，F1．
(3)F2在定圆F1外，即c＞a时，若动圆P与定圆F1外切，则有|PF1|-|PF2|=2a；若动圆P与定圆F1内切，则有|PF2|-|PF1|=2a，所以应有 

评述　 本题关键是要搞清楚F2与定圆F1的三种位置关系，应用数形结合的思想建立其轨迹方程．
例5　 若实数x，y满足方程x2+y2-2x+4y=0，试求x-2y的最大值和最小值．
分析　 如果把方程x2+y2-2x+4y=0变形为(x-1)2+(y+2)2=5，可知方程 

式x-2y的值，就可看作是直线x-2y=t与x轴交点P(t，0)的横坐标．由于直线x-2y=t的斜率是定值，显然当直线x-2y=t与已知圆相切时，t有最大值或最小值，基于上述分析　 ，采用以下解法一．
解法一　 将已知方程整理为(x-1)2+(y+2)2=5，即知它表示圆心为O 

所以x-2y的最大值为10，最小值为0．
解法二　 因为x2+y2-2x+4y=0，所以
(x-1)2+(y+2)2=5．
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-α)=1时，x-2y的最大值为10；
当sin( [image: image4.png]


-α)=-1时，x-2y的最小值为0．
评述　 本题的解法二是利用了圆的参数方程，将式子x-2y转化为角α的函数，然后利用正弦、余弦函数的有界性来求出x-2y的最大值和最小值．
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的截距．从数形结合的思想来研究，如图6所示，动点(x，y)既在圆上又在直线系上，因此这些平行线在y轴上截距的最大值与最小值恰好是这族平行线中与圆相切的切线的截距．利用圆心到切线距离等于半径，来确定b的值． 

所以x-2y的最大值为10，最小值为0． 

最小值．

解　 问题即求圆(x-3)2+(y-3)2=6上的点与原点O连线的斜率的最大值和最小值，根据数形结合的思想，容易得到过原点的圆的两条切线的斜率即为所求．
设切线为y=kx代入圆的方程中有(1+k2)x2-6(1+k)x+12=0．因为直线 

例6　 已知圆M的方程(x-3)2+(y-4)2=4和两点A(-1，0)，B(1，0)．在圆上求一点P，使|AP|2+|BP|2取得最小值．
[image: image6.png]



解　 如图7所示，根据三角形的中线公式有|AP|2+|BP|2=2|OP|2+2|OB|2=2|OP|2+2，所以当|OP|2取得最小值时，|AP|2+|BP|2也取得最小值．根据平面几何知识知，线段OM与圆的交点P 

评述　 本题解决的思路主要是根据平面几何中有关知识，代数计算问题比较简单．因此在解决有关圆的问题时，应重视平面几何中的有关性质和定理，要充分利用．
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